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1 .引 论 


Beauty is the first test ： there is no permanent place 
in the world for ugly mathematics • 

G.H.Hardy 

1.1 Euler 定理 

—开始，我们来证明一条优美的关于多面体的 Euler 定理. 
以后将看到这个定理的证明是拓扑学中很多想法的根源， 

图 1.1 中给了四个多面体，看起来各不相同*但是如果我们 
将顶点数00戚去棱数(0,再加上则对于这四个 



田 1.1 


多面体所得到的都是2 . 是不是公式〃一〃 + /=2对于所有的多面 
体都对呢？答案是，不；但是对于一大类有趣的多面体，这个结 
果总是成立的. 

开姶也许我们会倾向于只考虑正多面体，甚至凸多面体，对 
它们来说〃一 e + / 确实等于 2. 但是，上面所举的例子当中有一 
个不是凸的，却也滿足这个公式，而我们又不愿把它忽略,如果 



对图 1.2 与 1.3 进行计算就将分别 得到” 一 e + /=4 以及 y_e + / 
= 0. 什么地方出了问题呢？第一个图中多面体的表面分开成两 



块；用专门一些的语言来说就是这个表面不连通.有理由把这种 
情形排除在外，因为这两块中的每一块都将使 v-e + f 产生等于 
2的値.但即使是这样，也不能说明图 1.3 的情况，这时多面体 
的表面只有一整块，不过这个表面有一个重要之点与前面考虑过 
的例子不同.我们可以在这个表面上找到一个不分割表面为两部 
分的圈；換句话说，若设想用剪刀沿着这个圈将曲面剪开，则不 
致于使曲面分成两块.在图 1.3 中用箭头标出了具有这神性质的 
一个圈.我们将要证明，如果不具有如图 1.2 与图 1.3 所列举的缺 
陷，则多面体必定满足关系 r_e + /=2. 

作进一步探讨之前，有必要把话说的精确一些，到现在为出 
(除了谈到多面体的凸性），实际上只涉及多面体的表面.因此， 

‘多面体’这个辞将用来表示所说的表面，而不是指那些实心的立 
体.因此，一个多面体是指按下述意义很好地拼凑在一起的有限 
多个平面多边形，若两个多边形相交，则它们交于一条公共边： 
多边形的每一条边，恰好还是另一个，幷且只有一个多边形的 
边.不仅如此，还要求对于每个顶点，那®含有它的多边形可以 
排列成 OoQh …， Q :， 使得 Qi 与 Q i + 1 有一个公共边，1«匕 


2 







而与 A 有 一个公共边，換句话说，这些多边形拼成面上围绕 
着该顶点的一块区域（多边形的数目々则可以随顶点的不同而变 
动).这最后一个条件就使两个方体只在一个公共顶点相銜接的 
情形排除在外, 

CI.DELulei ■定理设 P 为满足下列条件的多兩体： 

(a) 尸的任何两个顶点可以用一串棱相连接； 

( b ) P 上任何由 tf 线段（不一定#是 P 的枝不可）构成的®， 
使 P 分割成两片.则对于戶来说， v — e + fz=2. 

公式 〃一 e + / = 2 有一段历史.首先，出现在1750年 Euler 给 
Goldbach 的一封信里.但 Euler 对所考虑的多面体沒加任何限制， 
他的论证只适用于凸多面体的情形.直到六十多年以后， Lhuilier 
(于1813年）才注意到如我们在图 1.2 与 1.3 中的多面体所产生的问 
题.走理 （1.1) 像现在这样的陈述方式以及下面大略给出的证明 
是 von Staudt 于1847年发表的. 

证 明提要卩的一组连通的顶点与棱叫作一个图，连通的意 
思就是任意两个顶点可以用图中的一串棱连结，更一般些，我们 
将用图这个字来表示三维空间內任何一组如图 1.4 那样很好地銜 
接起来的有限多个直线段（若两个线段相交，则交于公共顶点）. 
不包含任何圈的图叫作 树形 .注意，对于一个树形来说，顶点数 
减去栊数等于 1. 若以 T 来记树形，则可以写成公式 
t^(T) -e(T) = i. 


圈 



(,) 树形 (»») 非树形的田 

m 1.4 





按假设 O )， P 的全体顶点与棱构成一个图.不难证明，在 
任何图中可以找到含有全体顶点的树形子图.于是，我们选择一 
个树形 T ， 它包含 P 的某些棱，但包含 i 3 的全体顶点（图 1.4( a ) 
对于图 1.1 所画的多面体之一给出了这样一个树形）, 

然后构作 T 的一种‘对偶\这个对偶是按下$方式定义的一 
个 - r . ^ 相应于 p 的每个面 a 上给出 f 的一个顶点 A . r 的 两个顶 
点；与$有一条棱相连，当而且仅当它们相应的面 A 与 if 在 P 內 - 
有一条不属于 r 的 棱公共 J 人们甚至可以将 r 在 P 上表示出来， 
使得它与* r 不相交（顶点又相当于 A 的一个內点），当然这时耍允 
许 它的棱 可以有 i 个曲折点， 图 显示了作法， 



图 1.5 

读者不难信服对偶 T 是连通的，从而是一个图.直观地看， 
如果 r 的某两个顶点不能用 r 內的一串棱相连结，则它们必然被 
T 內的一个圏分开（这需要证一下，我们将在第7章给出详细证 
明）， 由于 T 不包含任何圈，可以推断 f 必然连通， 
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事实上，是树形，若 r 內有圈，则按假设 ( b )， 这个圈将 
把 P 分成两块，每一块将含有 T 的至少一个顶点.任何想把 r 的 
分别属于这两块的两个顶点用一串棱相连的尝试，都不可避免地 
要碰上那个隔离圈，因此，这一串棱不能全在 r 內.这就与 t 的 
连通性矛盾.因此知道 F 是树形（对于像图 1.3 所示的多面体， 
这个证明就不灵了，因为对偶图 r 必定含有圈）， 

由于任何树形的顶点数比椟数多1，我们有 v(Ty- e <iT) = l f 
以及 u ( r ) — e ( r ) = i . 

于是 

«(T)-[e(T) +e(r)]+o(r) = 2. 

但根据构造方式 

V^T^-V, e(T)+e(J) = e^ f v(.0=f m 
这就完成了 Euler 定理的证明. 

1.2 拓扑等价 


Euler 定理有好几个证明.有两点理由使我们选择了上面这 
个证明，首先是这个证明很精致；其它大多数的证明是对于 P 的 
面数用归纳法.其次，它给出了比 Euler 公式更多的东西.只要 
稍微再多费点力气就可证明， P 是由两个盘形沿着它们的边界粘 
合而得到的.为了看出这一 
点，将 r 与 r 在 P 上略微 
增厚（图 1.6), 得到两个不相 
交的盘子（将树形增厚总是 
得到盘形，将有圈的图增厚 
则得到有空洞的 空间〉 .使 
这两个盘子逐步扩大直到它 
们的边界完全重合.这时多 
面体 P 就由两个具有公共边 
界的盘形构成.当然这些盘子可以是奇形怪状的，但可以把它们 
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变形，逐步变成又圆又平的圆盘.再回想起球面是由两个盘形， 
即南半球与北半球沿着公共边界，即赤道，缝合而得的（图 1.7). 
換句话说， Euler 定理的假设吿诉我们， P 看起来在某种意义下 
就像是变了形的球面. 



对于特殊的多面体，当然可以很容易地建立它的点与球面的 
g 之间明显的对应关系.例%，对于正四面体7 1 ,可以从 T 的重心 
$作向径投影，把 T 映满以 f 为中心的某个 球面. T 的各个面映 
为球面上的弯曲三角形，如图 1.8 所示.事实上 Legendre 正是用 
这个手段(在 1794) 对于凸多面体来证 Euler 定理的；后面我们还 
将叙述 Legendre 的论证. 

图 1.1 右边的 
多面体幷不是凸 
的，上面的论证对 
它不适用，但如果 
我们设想它是用橡 
皮做的，则不难想 
像怎样把它形变成 图 1.8 

为一个普通的圆球.在形变过程中可以把多面体任意拉伸、弯 
曲，但不允许撕裂，不尤许把不同的点粘在一起.这样所得多面 
体的点与球面的点之间的对应就是所谓拓扑等价，或同胚的一个 
例子，确切地说，就是一对一的连续满映射，幷且逆映射也连 
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续 • 

在 1.4 节中我们将详细地给出同胚的定义，目前为了使得对 
这个槪念的理解比较具体，下面举出四个互相同胚的空间（见图 

1.9)： ’ 



(t) 



Ca ) 有限高度的圆柱面，去掉两端的圆周； 

( b ) 由方程 W + 炉一给出的单叶双曲面； 

( c ) 复平面上由1<阼|<3确定的开环形域； 

< d > 除去南极与北极的球面. 

我们在这里给出空间 （!>) 到空间 ( c ) 的一个具体的同胚(连续 
一对一，满映射，幷且逆映射也连续)，将0>)的点用圆柱坐标 
( r ,0,?) 来刻画最方便，对于空间 （ c )， 则用平面极坐标来描述， 
在 ( b ) 內当0 = 0 时，我们得到双曲线: c 2 — 的一支，设法把它 

好好地送到环形区域內相应的一段，即射线段 {(\ iO | lO <3, 
^=0}. 如果能对于毎个0都这样作，幷且当0从0变到23时所 
作出的结果连续地依賴于0，则将得到所需要的同胚.如以/(功 
=欠/(1 + W ) +2来定义/: (― =0 , «= )—(1,3) ,则 / 是一对一连续 






满映射，幷且有连续的逆映射.然后令双曲线的点 （ r ，0， O 对应 
于平面环形域的点(/(幻，0), 

我们留给读者自己去考虑其它几种 情形： 注意拓扑等价显然 
是个 等价 因此，只需证明空间⑻与 （ d ) 都同胚于空间00 
就够于卜学里把这四个空间看作是‘同一个空间球面上 
挖去三个点则不同(与上面这几个不同胚).为什么？你能说出复 
平面上与球面挖去三点同胚的子空间吗？ 

回到 Euler 定理的证明，增厚树形 r 与尸， 使 P 分解成南个 
具有公共边界的盘形之后，把一个盘形的点对应于北半球的点， 

另一个对应到南半球，便使我们有了一种方法来定义从 P 到球面 
的同胚.相反的方向也可以论证（我们将在第7章中实行），即证 
明若 P 拓扑等价于球面，则 P 满足定理 (1.1) 的假设 O ) 与 ( b )® , 
从而 Eider 定理对于 P 成立.所以，若多面体 P 与 Q 都同胚于球 
面，幷且若把叫作多面体的 Euler 数， 则从以上的讨论 
知道 P 与 Q 有相同的 Euler 数，都等于2, 

图 1.3 中的多面体却完全是另一种形状.它同胚于环面(我们 
也可以想像怎样把它连续地形变成如图 1.10( b ) 所画的环面），它 
的 Euler 数是 0. 对于任何其它同胚于环面的多面体计算 Euler 数 
必然得 0( 但这是比较难证明的，一直要等到第9章才给出证明）. 
现在我们只差一步就到达拓扑学里最基本的主要结果之 一© . 

(1.2) 定理45扑等价的多兩体具有相同的 Enlei •数. 

这个十分引人注目的结果是现代拓扑学的出发点.它的令人 
惊奇的地方在于计算多面体的 Euler 数时用了多面体的顶点数、 
棱数与面数，这些在拓扑等价之下都不是保持不变的 东西， 于是 
引起人们去寻找空间在同胚之下不改变的其它性质， 

① 假设 “) 容易验证， （b) 较为困难，是著名的 Jordan 曲线定理的一 _个特殊锖 

形 • 

② 只差一步是 从直现 数学的 意义来说》 若 要给出严谨的证明，则 还有一 大段硌 
要走 • 
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以后我们还要回到 Euler 数来，说明对于比迄今为止所考虑 
的多面体更广泛得多的一类空间可以定义 Euler 数.前面考虑的 
多面体只不过是有顶点、椟与面的一些具体对象，除此之外幷沒 
有使我们特別感兴趣的埤方. M 拓扑学的观点来看，球面就足以 
代表图 1.1 中画的所有多面体.我们的原则大 体是： Eulei •数2不 
是从属于某一类多面体的，而实际上是从属于球 兩的， 满足 Eu - 
ler 定理假设的多面体（也就是同胚于球面的多面体）只不过是给 
出计算球面欧拉数的一个方便的手段.这样着重说明以后，定理 
(1.2) 所说的 就是： 从看起来不同的途径计算，所得的结果是同 
—个.在 9. 2节中将继续这方面的讨论. 

我们用 Legendre 对于凸多面体 Euler 公式所给出的颇具匠 
心的证明来结束这一节，如同图 1.8 用向径投影将多面体映到半 
径为1的球面上，多面体的面映为球面多边形.若 Q 为球面 n 边 
形，以为它的角，则 Q 的面积是 

〆 <^ + £22+…+ 〜一 （n —2 ) 兀 
、 = (Oj + a 2 + ••* + a k ) - n?i + 2 ^,. 

各个球面多边形面积之和从而是 27 Tt >_2 ne + 2 JT / (在每个顶点处， 
角度总和为 2 A 所以2仰包括了所有各个 A 每条棱算了两次， 
因为它恰好属于两个多边形；每个面贡献出 2 W . 这个面积与球 
面的面积4穴相等就得出结果. 

1.3 曲面 

拓扑学所讨论的空间性质是空间在前面所说拓扑等价或同胚 
之下不改变的性质.但什么类型的空间是我们感兴趣的，‘空间’ 
的确切意思是什么？同胚的槪念全靠连续性的槪念来 说明， 可是 
两个空间之间的连续映射又是什么意思呢？这一节以及下一节我 
们将要回答这些问题. 

先看几个有趣的空间.搞分析的人习惯于把实数轴、复平 
面，或甚至把闭区间上定义的全体连续实函数看作(度量) 空间. 
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作为热心于几何的人，我们的兴趣更偏向于在欧氏空间內自然出 
现的某例如，平面上的单位圆周，单位圆盘；又如 
图 1.10 中画的球面、环面、 M 6 bi US 带，以及穿了孔的双环面等曲 
面都是在我们所生活的三维空间內实际存在的. 



o ) 球面 0>)环面 ( c > 麦比乌斯带） 



Cd ) 柱面 （O Klein 瓶（克莱因联） （ f ) 穿空双环面 


图 1.10 

比较复杂和不好想像的是像 Klein 瓶那样的曲面.任何企图 
把 Klein 瓶在三维空间內表现出来的尝试，都必然要使曲面自己 
相交.在我们所画的图 1.10 中，曲面自己相交于一个小圆，用一 
个模型来了解 Klein 瓶或许更好些.通常用来表示环面模型的方 
法是取一个长方形纸片按图 1.11 的方式粘合它的边.若要制作 
Klein 瓶，前一段手续完全一样，即先得出一个圆柱面，不过后 
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曲 1.11 




来圆柱面的两端按照相反的方向 而粘合•为了 作到这一点，需要把 
圆柱弯过来穿到自己里面去，如图 1.12 所画的那样， 



图 1.12 

在 四维空间 內， Klein 瓶 （ Q 可以完全避免自己相交而表示 
出来.想垂直于纸面还有另外一个第四维数，幷且记住纸面表 
示通常的三维空间.在凡的自交圆处有两个管子穿过.现在把其 
中一个略微提髙一些到四维空间中来，就避开了自相交叉，如果觉 
得不好理解，可以先看下面的筒单情况，或许容易想像一 些：图 
1.13( a ) 显示平面上正交的两条直线.设想我们希望略微变动一 
点位置而使它们不再 相交， 显然限制在平面內是作不到的.但 
是，如果把垂直于纸面的第三维也考虑进去，在交点附近将其中一 
条直线顺着新添加的方向略微提高一些就消除了交点，给出如图 
1.130) 所示的两条不相交的直线. 


0 » 


图 1.13 

依靠在欧氏空间內表现出来而介绍曲面，幷不像初看起来那 
样令人满意 • 同胚的曲面在我们看来是一样的，应当作同一的空 
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间来 处理， 在图 1.14 中列举了 Msbius 带 M 的三个拷贝 • 前两个 
之间的同胚是毋庸置疑的，只要把它们当作是橡皮作的就不难看 
出①.橡皮作的前一个 Mobius 带经过撑拉就可变成第二个的模 
样.但是图 1.14( a ) 与图 1.14( c ) 又怎么 样呢？ 这两个空间是同胚 
的.但无论怎么撑拉、弯曲、扭转，都不能将一个形变为另一 
个.要说明这两个空间同胚，只需找到它们之间的一个连续单一 
满映射，幷且逆映射也是连续的.忘掉 M 的那几种图样而自己寻 
思 M 怎样造出.构造一个模型是容易的：取一个长方形纸条来， 
扭转半周后将一对对边粘合（如图1 .15) 这就得到如图1 .14( a ) 




S 1.15 

那样最常见的 MSfcius 带.要得到图 1.14( c )， 我们必需在以上的 
制作过程中将纸条多扭转一整周，也就是，总共将纸条扭转一周 
半，然后粘合.但是从边 A 与 S 的粘合关系来看，扭转半周与一 
周半幷无差别，两次都是把同样的点对粘合起来.因此，图 1.14 

①把空间看作是橡皮作的，用以解释拓扑等价已有相当长的历史》这种想法源 
出于 Milbius , 大约在 186 C 左右. 
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( a ) 与 1.14( c ) 中的空间是同胚的，它们只不过是同一个空间在欧 
氏空间內的不同表示.虽然二者之间可以建立同胚，但是这种同 
胚无法扩张为整个欧氏空间到自身的同胚；所谓不同的表示就是 
在这种意义之下来说的，換句话说，不存在从整个欧氏空间到自 
身的同胚把图 1.140) 映为图 1.14( c ), 

如图1 . 14那样一个简单而毫不夸张造作的例子，使我们深切 
感到 单凭直 观有时候也会将人们引入歧途.这就产生了强烈的要 
求，要人们按某种抽象的方式来考虑空间的槪念，不能单单依靠 
它们在欧氏空间內的特殊表示.下面我们将设法把曲面的槪念用 
严格的数学语言转述出来.整个过程将是相当长的，首先要定义 
抽象(拓扑）空间，然后从中识别出曲面，即局部像欧氏平面的空 
间. 

1.4 抽象空间 

探索拓扑空间令人满意的定义时，有两点是需要注意的 
这个定义应该足够广泛，使得能够把形形色色的对象包括进来作 
为空间.我们将把有限离散点集看作空间，同样也把像实数轴那 
样的不可数连续点集作为空间；我们所得意的几何曲面固然包括 
在空间之列，而诸如复平面的单位圆上复値连续函数所构成的函 
数空间也是拓扑 空间. 我们还希望能对这些空间进行某些简单的 
构作，诸如作两个空间的笛卡尔乘积，或将一个空间的某些点粘 
合而得出一个新空间（如前面 Mdbius 带的制作）.另一方面，空 
间的定义应包括足够多的讯怎，使得两个空间之间映射的连续性 
可以 定义. 实际上，正是这后一个考虑引导到下面的抽象定义. 

设/为两个欧氏空间之间的映射， fU n . 古典的连续 
性定义可以陈述如下，/在连续，假如给定 e >0, 存在5> 
0,使得当时有1/00 — / COIIO .若/在每点 


①现代化的定义很晚才 出现， 拓扑空间的公理最早于 1914 年在 Hausdorff 的书 
中出现. 
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满足这个条件，则 / 叫作是连续映射.的子集 W 叫作点 P ^ E m 
的一个邻域，假如对于某个实数0>0,以 P 为中心， r 为半径的 
闭圆盘包含在 W 內.上面的连续性定义不难重述成下面的 形式： 

/为连续，假如对于任何*以及 /(*) 在 £■ ■內的邻域 
厂 i(/v) 为 X 在£"內的一个邻域. 

空间的每点有一组‘郐域’，这些邻域又引出了连续映射的适 
当定义，这就是关键所在.注意在欧氏空间內定义邻域时完全依 
靠两点之间的欧氏距离.在构造抽象空间时，我们希望保留邻域 
的槪念，但要避見对距离概念的任何依賴（拓扑等价不保持距 
离). 

通过对欧氏空间內邻域的观察，导致了下列关于拓扑空间的 
公理. 

(1.3) 设有一个集合 X ，幷且对 于/的 每一点 x 选定了一 
个以 X 的子集为成员的非空组，这毎个子集叫作*的一个 邻域. 
邻域需要满足下列四条 公理： 

( a ) x 在它自己的每个邻域里. 

( b ) x 的任何两个邻域的交集为 x 的一个邻域. 

( C ) 若 iV 是 X 的邻域， u 为叉 的于集包含則 LT 是: e 的邻 
域. o 

( d ) 若 W 是 x 的邻域 ，釺且 若；表示集合{巧纠〜是怎的 
邻域}，则 々是 x 的邻域(某合；叫作 W 的内 部〉， 

这一整套结构就叫作一个拓扑空间.每点指定以满足 
公理 < a ) — ( d ) 的一组邻域,就叫作在集合 X 上给了一个拓扑 结构， 
或简称拓扑.（为了对公理 ( d ) 的背景稍作说明，取一点*€五"， 
幷令5 ( 球）为到 * 的距离小于等于1的 点集. 则 B 是 * 的一个邻 
域. 5的內部就是到 * 的距离小于1的点所构成的集昝 (球 体戚 
去它的边界），它仍是 * 的邻域 .） 

现在我们可以精确地说明什么是连续映射，什么是同胚，设 
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x 与 y 是拓扑空间①.映射/:又― y 为连续，假如对于 夂的毎 
点 X ， 以及 /( 的在 y 內的任意邻域汉，集合 rw ) 为 x 在 x 內 
的邻域，映射 y 叫作是一个同胚，假如它是一对一，连续 
满射，幷且有连续的逆映射.如果这样一个映射存在，则称 x 同 

胚于 Y ， 或 X 拓扑等价于 

突然之间事情变得复杂起来；我们需要一些例子来使空气淨 
化，幷有助于直观_ 

例子 

.1. 任何欧氏空间按通常的方式定义邻域就是一个拓扑空 
间，稍后，我们将证明不同维数的欧氏空间不能互相同胚.这是 
一个困难的问题，但是它的解决关系到我们所给的同胚定义是否 
能与空间维数的槪念幷行不悖_ 

2. 设 X 为拓扑空间， Y 为 X 的子集.我们可以在 Y 上按如 
下的方式定义一个拓扑.对于一点 yey , 取出它在拓扑空间 x 
的全体邻域来，使这每个邻域与 y 相交.所得的交集作为 y 在 y 
內的邻域.拓扑结构的公理不难验证，我们说 y 具有子空间拓 
扑《这是一个非常有用的手段；例如，这使我们可以把欧氏空间 
的任何子集看作一个拓扑空间.特别，我们曾经举出过的各个曲 
兩都成了拓扑空间， 

3. 设 c 为复平面上的单位圆周，[0，1)为大于等于0,小于 
1的实数全体.使这两个集合分别具备平面与实数轴的子空间 
拓扑. 按 /00 =eh 〃而定义/:[0，1)— C ， 則给出了一个连续 
映射，注意这个映射是满单射.它的逆映射不连续（为什么？ h 
这说明在同胚定义中对于逆映射的连续性要求是非常重要的：如 
果圆周能够同胚于区间，那将是很令人扫兴的事， 

4 . 考虑图 1.8 所显示的情况，幷把球面与四面体表面看作 

① 每 个宇母 x 与 y 包含了一大堆内容，即定义 (1.3) 中所描 绘的复 杂结构 ，• 
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是 £ 3 的子空间.验证向径投影 7 T 给出这两个空间之间的一个同 
胚.这种类型的同胚叫作一个单纯剖分(这里得到的是球面的一 
种单纯剖分），后面有一章专门讨论它. 

5. 集合上的距离函数或度量给出这个集合上的拓扑.邻域 
的引进恰如欧氏空间的情形.我们对于某个函数空间来阐明这一 
点.设 X 为在实数轴的闭区间 J 上定义的连续实函数集合，这个 
集合內的函数必然是有界的， X 上通常的距离函数定义作 

dU ,9) = sup |/( x )- g (^) |. 
xet 

对于的子集 iV 为/的邻域，假如对于某个正实数 s , 所 
有与/相距小于、等于 e 的面数都在 W 內， 

6. 两个不同拓扑空间的点集可以是同一个.作为一个比较 
怪的拓扑结构的例子，在实数全体上定义一个子集为某实数的邻 
域，假如它含有该实数，幷且它的余集是有限集.这就给出了与 
实数轴很不一样（不同胚）的拓扑空间.注意，实数集合上不能有 
一个距离函数给出这个拓扑（为什 么？） . 

7. 设 X 为一个集合，幷且对每点定义为 x 的一 

个邻域，从而按公理 ( c )， X 內任何含有 x 的子集是的邻域， 
直观地看，这个拓扑使 X 成为离散的点集，毎点^有一个邻域不 
包含任何其它的点，在这个拓扑之下，任何以 X 为定义域的映射 
是连续的《 | 

我们现在已经有了充分的准备来恰切地说明什么是曲面 ，用 
不着一定要限制在某个欧氏空间內来考虑问题了. 

(1.4) 定义曲兩是那样的拓扑空问，它的每 一点有 同胚于 
平面的邻域，并且任意不同的两点有不相交的邻域. 

値得用一点时间来较为详细地检査这个定义，要求空间的每 
一点，有邻域同胚于平面正好符合我们直观印像中曲面应该有的 
样子.设想我们站在这种曲面上的某点，低头看脚下不远的地 
方，我们将会觉得自己是站在一张平 面上， 地球表面就是一个很 
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好的例子.除非你是天圆地方学会的会员，你一定相信它是一个 
球面，可是从局部来看它非常像平面，更仔细地想一想这个要 
求： 空间的每点有邻域同胚于平面.我们必需把这种邻域本身看 
作一个拓扑空间才有意义，但这不致于带来困难；邻域也不外乎 
是空间的一个子集，因此可以给它以子空间 拓扑. 

第二个关于每两个不同的点，有不相交邻域的要求是更带有 
技术性的.根据经验，曲面的各种具体的例子都具有这个 性质； 
然而遗诚的是局部像平面的空间不能自动满足它. 

我们所给出的是尽可能简单的定义.如果允许曲面有边缘 
(像 Mobius 带的情形），则不能期望毎点有邻域同胚于平面 ，我们 
还必需允许某些点具有同胚于上半平面（由平面上坐标大于、 
等于零的点构成），所有我们见到的关于曲面的例子，当它们被给 
以欧氏空间的子空间拓扑时，都能很好地符合这个定义.图 1.16 
举例说明 Mobius 带是合于这个定义的. 



在 1.3 节的开头，我们曾经表白自己是热衷于几何的人，可是 
后来逐渐陷入了技术性的细节《为了摆脫这种处境（至少暂时地； 
抽象拓扑空间的性质将在下一章作比较详细的讨论），我们回到 
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曲面的理论. 

我们将限于考虑比较好的一类曲面，只考虑那种沒有边的曲 
面，它们在某种意义之下是自己封闭的：除此之外，还要求曲面 
是连通的，即只有一整块.球面、环面、 Klein 瓶这些是我们中 
意的曲面；圆柱面与 M 6 bius 带则应排除在外，因为它们有边棱. 
全 平面以及像图 1.9 表示的曲面不是‘封闭’的，也排除在外.确 
切地说，我们所考虑的是紧致连通曲面，不过紧致性与连通性的 
精确定义需要等到第3章才讲. 

値得注意的事实是，如果我们同意限于考虑这些所谓的‘闭 
曲面’，则我们可以恰切地说出这种曲面一共有多少，也就是可以 
把它们 分类. 这就是说，列出一张曲面的表，使得任何闭曲面必 

定同胚于表上的一个 
曲面.幷且，这张表不 
应过大；換句话说，表 
1：的任何两个曲面不同 
胚. 

可以按下述的方式 
造出一些闭曲面.取一 
个普通的球面来，挖去 
两个不相交的圆盘，然 
后添加上一个圆柱面，使得圆拄面的两个边界圆分别粘在球面上 
开出的圆孔上，如图 1.17 所示.这个手续叫作‘添加一个环柄’到 
球面上.重复进行，得到添上两个、三个、或任意有限多个环 
柄的球面.读者谅必看出带有一个环柄的球面只不过是（同胚于） 
一个环面，通过添加环柄将给出我们表上曲面的半数， 

遗慽的是另一半就像 Klein 瓶那样不能在三维欧氏空间內表 
示出来，因此比较难以想像，幸而这些曲面的模型还不难描述， 
从一个球面开姶，挖去一个圆盘，幷在此处添上一个 M 6 bi US 带. 
注意 M 6 biu S 带的边界是由一整个圆周构成，所以只需将这个圆 
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周与球面上所开圆洞的边界圆周粘起来便可.人们必需想像达个 
粘合手续是在某个具有充分余地的空间內完成的（四维欧氏空间 
就足够 ） ；如同上面所注意到，不使 M 6 Mus 带自己相交而在三 
维空间內作这种粘合是办不到的，所得到的闭曲面叫作射影平 

面 ①. 

对于毎个正整数 n ，我们可以从球面挖去 n 个互不相交的圆 
盘而各替換上一个 Mdbius 带. 当 n = 2 时，就重新得到 Klein 瓶， 
图 1.18 的用意就是打算说明为什么是 这样. 将 Klein 瓶在三维空 







①在第4章中.我们将讲到怎样可以毫不涉及空间於或内的模型而将两个 
拓扑空间粘合，议得到一个新的拓扑空间. 
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间內的通常示意图一劈为两半，幷将这两片各作稍许挪动以避免 
自己相交，于是得到两个 M 6 biu S 带，如图 1.18( a ), 取出其中之 
一来，标出边界圆周的一个小邻域；这个邻域同胚于圆柱面.除 
去圆柱面（见 1.18( c ))， 剩下一个略微小些的 M 6 bius 带.读者 
自然会想起圆柱面同胚于挖去两个不相交圆盘的球面.因此， 
Klein 瓶的通常描述与这里 n =2 时的制作完全一致. 

(1.5) 分类定理 任何闭曲面或者同胚于球向，或者同胚于 
添加了有恨多个环柄的球兩，或者同胚于挖去有限多个圆盘而代 
替以 Mobius 带的球面. 

例如，带有一个坏柄的球面挖去一圆盘，代之以 M 6 bi US 带， 
所得的曲面就同胚于从球面挖去三个圆盘而代之以 M 6 bius 带 # 
分类定理将在第7章中证明. 

添加了 n 个环柄的曲面叫作 亏格为 n 的 可定向 曲面. 称它 
可定向，是由于下面的理由 • 如果在这种曲面上画一条平滑的闭 
曲线，在曲线上某些点选定切向量与法向量（也就是说，在各点附 
近选定了坐标系'—常叫作局部序向），然后让这些向量沿曲线 
运行一周，则仍然回到原来的一组向量（图 149 ( a 〉）. 任何包含 
有 M 6 bius 带的曲面不满足这个性质，因此叫作不可定向曲面.在 
我们所列表中的后一半都是这一类.图 1.19( b ) 表明当切向量与 
法向量沿着 Mdbi US 带的中心圆运行一周时，法向量方向 逆转， 


⑴ <t> 

团 1.19 

可定向曲面的分类是 Mobius (1790—1868) 在一篇为申请巴 
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黎科学院大奖所写的论文中初次提出幷解决的，当时他已 n 岁. 
审査机构认为当时收到的一些手稿都不値得给奖，因此， Mobius 
的工作最后以一篇普通数学论文的面目出现， 

1.6 拓扑 不变量 

我们应当立即指出，试图将所有的拓扑空间予以分类是毫无 
希望的.但是我们愿意谋求一些途径，使得能够判断两个具体的 
空间，比如曲面，是否为同胚的. 

求证两个空间拓扑等价，是一个几何问题，将涉及怎样造出 
两个空间之间具体的同胚.所用的技巧则随问题的不同而互异. 
我们巳经给出了例子 (至 少提要地），证明 Klein 瓶同胚于挖去球 
面上两个圆盘而代之以 Mobius 带所得的空间. 

求证两个空间不同胚，则是性质完全不同的另一个问题.不 
可能将两个空间之间的每个映射拿来检验，断定它们不是同胚. 
这时采取的办法是倚重于空间的‘拓扑不变量’：不变量可以是空 
间的某种几何性质，也可以是数，比如像对空间有定义的 Euler 
数，也可以是代数系统，比如从空间造出来的群或者环.重要之 
点在于这些不变量为同胚所保持 —— 名称正是由此得来.如果我 
们怀疑两个空间不同胚，可以计算它们的不变量，一旦发现算出 
的答案不一样，我们的设想就得到证实.下面举两个例子. 

在第3章中我们将引进连通性的 槪念： 大体上说，空间是连 
通的，假如它是一整块，这个槪念可以很准确地定义，幷且人们 
也会毫不惊奇地看出，当施用拓扑映射于连通空间时，所得的结 
果仍然是连通的；也就是说，连通性是拓扑不变量.平面£ 2 是 
连通空间的一个例子；直线心也是.但是，如果我们从&除去 
原点，则空间分成了两块(相应于正的实数与负的实数)，这就是 
一个不连通的空间 • 假定有一个同胚存在，则它将诱 
导一个同胚从 F — {0} 到 £ 2 -{A(0)}. 但耵除去一点后是个连 
通空间（还是一整块)，而一 .(0} •则不 连通. 因此，可以得出 
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E 1 不同胚于 £ 2 的 结论. 

作为第二个例子，考虑 Poincare 所引进的一种构造,这将是 
第5章的主题.他的想法是对于每个拓扑空间对应以一个群，使 
得同胚的空间具有同构的群.如果我们想区别两个空间，可以先 
尝试以代数的方式来解决问题，计算它们的群，看看这些群是否 
同构.如果这些群不同构，则空间是不同的(不同胚).当然也许 
我们运气不好，得出相同的群，这时就得谋求更精细的不变量来 

区别这两个空间. 

考虑图 1.20 所 
画的两个空间.我 
们不能指望这两个 
空间之间存在着同 
胚，归根结底，环 
形区域中间有个洞 
而圆盘沒有.这个洞的影响可由图1 .21 內的环道 a 很好地反映出 
来.正是由于有这个洞，使得环 
道 a 不能在环形区域里面连续地 
缩成一点，而在一个圆盘里，任 
何环道可以连续地缩为一点， 

Poincare 的构造是用像 ot 这样的 
环道来产生一个群，所谓（这个 
环形区域的） 基本群： 这个群将 
使环形域有洞的事实得到突出的 
反映. ® 




像 a 这样的环道将给出基本群的一个非平凡元素.再看环形 
区域，环道#也同 a - 样能使我们识别洞的存在，因为 J 9 可以作 
不经过洞区的连续形变而变成 a ,这就提示说 JS 应与《代表基本 
群內的同一个 元奉. 考虑玛某个特定的点为环道的起点与终点， 
就可以按自然的方式作环道的乘积 • 苏道 a 与/的乘积 a . fi ， 可 
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以理解为先循 a 而行，接着循#而行的迭合环道.在这个乘法之 
下，环道集合本身不能构成一个群，但如果把(保持端点不动）可 
以互相连续形变的环道等同起来，则所得到的环道等价类集合确 
实成一个群. 

以上的讨论可以严格化.从数学上说，拓扑空间X內的环道 
不外是一个连续映射 a : C->X, 其中 C 表示复平面上的单位圆 
周;若《(1)=?>，则我们说环道以 P 为起点与终点，图中环道上 
标出的箭头指示0增加的方向，其中0为 C 的参数， C 参数化为 
矣2匀.把箭头逆转产生另一个不同的环道，相当于在 
基本群內取逆元素.最筒单的环道是把 C 映为一点 p 的映射，这 
个环道代表基本群內的单位元素， 

圆盘的基本群是平凡群，这是因为任何环道可连续地缩为一 
点——连续形变定义的细节到第5章再说.环形区域的基本群为 
整数所构成的自由循环群.图 1.22 给出了代表0, — 1与+2的环 
道. 



田 1.22 

不难想见同胚的空间具有同构的基本群， 若 a..C，X 为X 
內的环道，为同胚，则定义了 y 內的一个环 
道> 连续形变也由同胚从X送到 y, 我们可以得出结论说圆盘 
与环形区域不是同胚的， 

列举几个将利用基本群来解決的问题（三个来自几何，一个 
来自代数），这或许是结束本章，幷使读者对以后各章得以窺见 
端倪的最佳方式， 
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曲面的分类 定理 （1.5) 所列的表中任何两个曲面的基本群 
不同构，因此，这些曲面互不 同胚， 

Jordan 分离定理平面內的任何简单闭曲线将平面分为两 

块. 

Brouwer 不动点定理圆盘到自己的任何连续映射至少有一 
个不动点* 

Niehen - Schreier 定理自由群的子群是自由群. 


习 甄 

1. 证明对于任何树形 T ， v ( T )- e ( T ) = i . 

2. 更进一步，证明对任何图 A 等号仅 

当厂为树形时成立. 

3. 证明在任何图內总可找到一个树形包含所有的顶点， 

4. 在图 1.3 的多面体中找一个树形包含所有的顶点•造对偶 
图 r ， 幷证明 r 含有环道. 

5. 作了习题 4 以后，将 r 与 r 都在多面体內 增厚. r 是 
树形，所以增厚以后变成盘形. r 增厚变成 什么？ 

6. 设 i 3 为正多面体，它的每个面有 P 个边，每9个面相交 
于一个 顶点， 用 Euler 公式证明 

» + + 

7. 从习题6导出，正多面体只有5 种， 

8. 对于图 1.3 所画的多面体验证— e + /=0, 找出一个可 
以形变为哑铃面（见图 1.23(0) 的多面体，幷计算它的 Euler 数. 

9. 观察一+网球的表面，是否能看出那是两个盘形相交于 
它们的公共边界， 

10. 试写出实数轴与开区间（0,1>之间的一个同胚.证明任 
意两个开区间同胚. 

11. 设想图 1.23 所画的曲面是橡皮 作的. 对于每一对空间 
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x , r , 通过自己思考而确认 x 可以连续地形变为 y . 

12. 图 1.24 画出从除去了北板的球面到平面的‘球极平面投 

影写出 n 的 
公式，幷验证 n 是 
同胚， 

注意兀提供了 
除去南北极的球面 ® J - 24 

与除去原点的平面间的一个同胚 • 

13. 设^与 y 为球面上的点.求出球面的一个把^送到女的 
同胚. 

14. 用长方形纸条作一个 M 6 Mus 带，幷沿着它的中心圆剪 
开.结果如何？ 



23 



15. 将 M 6 Mus 带沿着在边界与中心圆正中间的圆周 剪开 • 
沿着从边界算起三分之一距离的圆周剪开 • 得到的都是什么空 
间？ 

16. 若将长方纸条扭转一整周粘起来，幷沿着中心圆剪开， 
结果如何？ 

17. 定义/:[0,1)— C 按照/⑴证明/为连续满 
单射.找一点[0，1>与 x 在 [0,1) 的一个邻域 N ， 使得 /( N ) 
不是/(幻在 C 內的一个邻域.由此，导出/不是同胚. 

18. 如果你感到习题 11( b ) 有因 
难，按下述方式作挖去一个圆盘的环 
面.先取一个正方形来，它的边将要 
按通常的方式粘合以得到环面（图 
1.25). 注意，那四块阴影部分拼起 
来构成环面上的一个盘形.将这四块 
从正方形割掉，剩下部分按原来该粘 
合之处粘上. 

19. 设 x 为拓扑空间， y 是义的 
子集.验证所谓子空间拓扑确实是 y 上的一个拓扑. 

20. 证明图 1.8 的向径投影是从四面体表面到球面的一个同 
胚(二者都假设具有从 P 得来的子空间拓扑). 

21. 设 C 为复平面上的单位圆周， D 为以 C 为边界的圆盘. 
给定两点 — C ， 找一个从 D 到 D 的同胚，使^与 > 互換， 
幷且使 C 上每点不动. 

22. C ， D 如前一题，定义 LD — C—D — C 按照 

fc(o) = 0 , 

.A (W ” = r exp [i (0 + -#:: .)]• 

证明 A 为同胚，但&不能扩张为一个从到£>的同胚，画图显示 
A 在 D 的一条直径上的影响. 
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23. 用连通性的直观槪念论证圆周与长了一个角的圆周不能 
同胚(图1.26〉. 

◦ o~ 

圆周 带柄圆周 

图 1.26 

24. 设为平面上的子空间，如图 1.27, 假定环形区域到 
自身的同胚必将两个 
边界圆周上的点映到 
边界圆周上《，论证 
x 不能同胚于 y . 

25. 设义与>" 图 1.27 

如上题，考虑的下列两个子空间 

Xx[0,l] = {(^,J/,z) I £ X,0^s^l>, 

y X [0 ， l] = {(x,y ， O 丨 (,x,y) G 
读者试自己通过思考而确信如果这两个空 A ^ 

间是橡皮作的，则从一个可以形变成另一 
个，从而它们是同胚的， 

26. 假定读者已作了习题14,证明将 c _ 

圆柱面边界圆周之中一个的各对对径点粘 
合就得到一个 M 6 bius 带. 

27. 如图 1.28 作出 Klein 瓶的一个模 
型.沿直线切开，然后粘合标有 AS 
字样的两条线.观察所得结果，幷导出： 

Klein 瓶是由两个具有公共边界的 M 6 bi US ^ 

带构成. m 1.28 



①不太容 易逋明 ■ 见定理 (5.24) 的证明 • 
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2 .连续性 


2.1 开集与闭集 

第1章所给的拓扑空间定 义虽然 合乎我们直观上对于空间的 
要求，但用起来幷不十分方便，因此，我们的第一个任务就是拿 
出一组等价的，但更便于运用的公理. 

设 X 为拓扑空间， X 的子集0叫作是 开集， 假如它是它自己 
每个点的邻域.注意按定义 （1.3) 的公理 (0, 任意一组开集的幷 
集是开集，按那里的公理 ( b ), 任意有限多个开集的交集为开集. 

整个空间 X 与空集 〆 是开集.而且对于一点 x 的邻域 W ， 公理 
(句吿诉我们 AT 的內部是一个开集，它含有 x ，幷且包含在 JV 內. 

在內，一个集合是开集，假如对于它的每点有以这点为 
中心的球包含在集合內.例如，由不等式 2 >0定义的半空间是开 
集；坐标满足 P + y 2 + d < l 的点集也是 开集. 另一方面，由 
^>0定义的半空间不是开集，因为包围着平面上一点的 
球，无论多么小，一定伸到由2< 0决定的下半空间內去.一组 
无穷多个开集的交集不一定是开集，例如，集合组 

y, s)\x^ + ^ + «=1,2,3,― 

的各集合一齐拿来作交集得到的是的原点，不是开集， 

现在我们试从另一个方向着手，从开集的槪念出发，对于毎 
点造出一组邻域来.于是假定对于集合 X 给定了它的一组子集叫 
作开集，使得任意多个开集的幷集是开集，任意有限多个开集的 
交集是开集，整个 X 与空集也是开集.对于 X 的点 X ，我们称 X 
的子集 N 为 x 的邻域，假如可以找到开集0，满足 Jc £0 S iV . 

我们说，这个邻域定义使 X 成为一个拓扑空间.每点至少有 
一个邻域，全空间 X 就是；定义 （1.3) 的公理⑷与 （ c ) 显然满足.若 
是： c 的邻域，则有开集0^,02满足托0 1£ 仏,托 0 2S # 2 , 
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于是有但 o , no 2 是开集，因此， MnAV 是 
欠的邻域，这就验证了公理0>).最后，设况是: c 的邻域，令义 
为以 iv 为邻域的点 2 的全体.取开集 O , 使得 xGOs 尺.作为开 
集，0是它自己每一点的邻域，因此， 0包含于 因此， 义为 
X 的邻域，这就验证了公理 ( d ), 

我们决定兜一个圈子 • 換句话说，从一组所谓的开集出发， 
构造出一个拓扑空间 X ，然后再看这个空间內的开集.这两个 
‘开’的概念是否重合呢？回答是肯定的.因为若0是原来的开集 
之7*，则按邻域的定义，0是它自己每点的邻域，因此它是拓扑 
空间 x 內的一个开集 • 反之，若 LT 是空间 X 的一个开集，它是它 
自己每点的邻域.因此，对于可以找到原来的开集 0* 使 
得％ Oft ； •于是 （/= u {ojxe t /} 是原来意义之下的开集，因 
为任意一组开集的幷集是开集.我们留给读者去检验另一种可能 
性，即从一个拓扑空间出发，引进开集的槪念，然后用这些开集 
对于毎点造出一族邻域，则所得的这些邻域正是原来空间內按公 
理规定的邻域. 

以上的讨论说明有充分的根据将拓扑空间的定义以开集为出 
发点来重述. 

(2 J ) 定义集合 X上的一个拓扑是句X的子集所构成的一 
个朴空组，它的成员叫作开集，它们满足下列 要求： 任意多个开 
集的并集是开集，有限多个开集的交集是开集，X 与空集是开 
集*集合纪备了它上兩的一个柘扑以后叫作一个拓扑空间 • 

从此以后，我们将采用这个定义. 

在 E 1 * 的‘通常’拓扑中，开集的刻划如下.集合 U 为开集，假 
如对子总可以找到正的实数6使得以 X 为中心，£为半 
径的球整个落在 t /內， 每当提到 £■ ■时，我们总认为给的是这个 
拓扑. 

若 X 为拓扑空间， Y 为 AT 的子集， Y 上的子空间拓扑，或诱 
导拓扑是以 X 的开集与 Y 的交集作为这个拓扑的幵集而定 义的. 
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換句话说， Y 的子集 C / 在子叁间拓扑之下为开集，假如我们可以 
找到 X 的开集0，使得比如，欧氏空间的任何子集 
就按这种方式得到一个拓扑.每当我们 说起由 扑空间 x 的一个子 
空间 y 时，总是理解为>^是义的子集，幷配备了子空间拓扑. 

一个极端的情形是 x 上的离散拓扑.这时， x 的每个子集是 
开集.这是在一个给定的集合 x 上所可能有的最大拓扑(如果一个 
拓扑包含了另一个拓扑內所有的开集，则说它‘大于’另外那个 k 
扑>.具有离散拓扑的空间叫作离散空间.例如，若我们取£胃內 
具有整数坐标的全体点，幷给以子空间拓扑，则所得的是离散空 
间. 

拓扑空间的子集叫作 闭集， 假如它的余集是开集.考虑平面 
上的子集，如单位圆周、单位圆盘(坐标满足的点) 、及 
函数^/=，的图象，或满足的点 (x,y >， 等等.所有这些都 
是闭集.其次在£ 2 內考虑满足 * > 0与> 0的点( X ，!/)的全体 
所构成的集合 A . A 不是闭集，因为 x 轴在它的余集內，但是中 
心在正 z 軸上的任何球体必与 A 相交，同时注意4也不是开集. 
因此，子集可以旣不是开的也不是闭的.但集合也可以同时是开 
的又是闭的.例如，取空间 AT 为 P 內满足*>1,或*<一1的所 
有的点构成，具备由诱导的拓扑. X 內第一个坐标为 
正的点所构成的子集是 X 內旣开又闭的子集（但它当然不是的 
开集）.注意任意多个闭集的交集为闭集， 有限多个集的幷集 
是闭集，只需用 De Morgan 公式就可论明这些. 

闭集可按下述方式刻划.设 A 为拓扑 空间^ ■的子集，一点 
P 6 X 叫作 A 的 极限点(或聚点)， 假如 P 的毎个邻域包含了 A — { p } 
的至少一点，如下面的例子表明， A 的极限点可以属于 A , 也可 
以不属于 A . 

例子 

1. 取 X 为实 数轴及 (即心的通常称呼与记法)，幷设4由点 
1/ n , n = 1,2,…构成.则 A 恰好有一点极限点，即原点. 
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2. 仍然取 X 为实数轴，设4 = [0，1),则 A 的每点为 A 的 
极限点，除此之外，1也是 A 的一个板限点. 

3. 设 X 为£ 3 , A 由坐标为有理数的点全体构成.则£ 3 的 
每点为 A 的极限点， 

4. 另一个极端，设 A 为坐标是整数的点集.则 A 沒有 

任何极限点. 

5. 取 X 为全体实数配备以所谓 余有限拓扑. 这里，一个集 
合为开集，假如它的余集为有限或整个 X . 若取 A 为 X 的任何无 
穷子集（比如说整数全体)，则 X 的每点为 A 的一个极 限点. 另一 
方面，夂的有限子集在这个拓扑之下沒有极限点. 

(2.2) 定理 一个子集为闭集，当而且仅当它包含了自己所 
有的极限点. 

证明 若 A 为闭集，则它的余集 X — A 为开集.由于开集是 
它自己每一点的邻域， X — A 的任何一点不能是 A 的极限点•因 
此， A 包含了它自己所有的极限点.反之，若 A 包含了它自己的 
所有极限点，对于任意的 xGX -次 由于 x 不是 A 的板限点，可 
以找到^的邻域 W 与 A 不相交.因此， N 在 X — A 內，这表示说 
义一 A 为它自己每点的邻域，从而是开集.于是知道^是闭集. 

A 与它所有的极限点的幷集叫作 A 的闭包，记作: T . 

(2.3) 定理 A 的闭包是最小的包含 A 的闭集，換句话说，是 
包含 A 的一切闭某之交. 

证明 首先注意 I 确实是闭集.因为若— I ，我们可以 
找到^的开邻域 t / 与 A 不 相交. 由于开集是它每一点的邻域 ， U 
也不能 包含乂 的任何极限点，因此，有开集 C / 使得 
因此 ， X — 7是它自己每一点的邻域，它必然是 开集. 若 B 是包 
含 A 的任意一个闭集.则土的毎个极限 ; ^也是石的一个极限点， 
因此必属于这就得到又 SB . 由于 I 为闭集，包含 A ， 幷且 
包含于任何包含 A 的闭集，7必然是所有包含 A 的闭集的交集. 

(2.4) 系 一个集合为闭某，当而且仅当它等于自己的闭 
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包. 

闭包等于整个空间的 集合叫 作是稠 密的， 上面例3就 是这个 
情形.稠密集与空间的任何开集相交. 8 

集合 X 的內郵是包含于 A 的所有开集之幷，记作立刻可 
以验证一点 x 属于 A 的內部，当而且仅当 A 是 x 的邻域 • 开集是 
它自己的內部.在£ 2 內如果用 D 表示单位圆盘，即满足 P + y 2 
<1的点(>，_{/)的集合，则 D 的內部是 D — C ， 这里 C 7 是单位圆 
周；圆周 C 的內部为空集，因为平面上包含于 C 的开集只有空 
集. 

另一个有用的槪念是集合的边界.集 合/的 边界是定义作 A 
的闭包与 A 的闭包之交.一个等价的定义是 X 內旣不属于 A 
的內部，又不属于 X — A 內，的点所构成的集合.例如，在平面 
內，单位圆盘乃，它的內部&，以及单位圆周 C 都有相同的边界， 
即£ 3 內具有有理坐标的全体点以整个£ 3 为边界，因此，一个 
子集的边界可以是整个空间. 

设集合 X 上有了一个拓扑， J 5 为这个拓扑的一组开集，使得 
毎个开集可以写成 J 8 中成员的幷集.则 J 5 叫作这个拓扑的一组拓 
扑基. 一个等价的陈述方式是对于任意点 X ,以及 x 的邻域 
N ， 有 P 的成员5,使得实数轴的拓扑提供了一个很 
好的例子，在那里，全体开区间构成一组拓扑基.而具有有理数 
端点的开区间全体构成一组更小些的拓扑基（注意这第二组拓扑 
基是可数的）. 

* 用给 出一组 拓扑基的办法来描述拓扑结构往往是很有方便之 
处的 • 为此，我们愿意知道在什么条件之下 X 的一组子集是某个 
拓扑的拓扑基. 

(2,5) 定理 设办 是由/ 的子臬构成的一个#空组.若卢内 
有限多个成頁的交仍属于札并且若 UP = X ， 則0是 X 上甚 个扭 
扑的扛扑基. 

证明 取 JS 成员一切可能的幷集作为开集，验证它们满足一 
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个拓扑必需满足的要求, 


习 


题 


1 . 对于拓扑空间X内的任意子集 A，S, 验证下列 性质： 

( a ) A'J B = A !J 0 ; 

(b) AfT-B - CA n 

( c ) A — A ； 

(d) (AU-B)°2 A U B； 

<e) 04fl5 )。 二 A n 各； 

(f) (A>° = A. 

试说明在 (b) 与 (d) 內等号未必成立. 

2 . 在实数轴上找一组闭集，它们的幷集不闭. 

3. 试确定下列平面点集的內部，闭包与边界： 

(a) {(x^)|l<^ + ^^ 2 }j 

(b) P 除去两条坐标轴； 

(c) £ 2 -{(X ， sin(i/x)|:c>0}. 

4. 求实数轴內下列子集的极限点： 

(a) {(i/m) + (l/ra)|m ， n=l,2, … }; 

(b) {(i/n)sinn|n=l,2, •••}. 

5. 若 A 是空间 X 的稠密子集，0为 X 的开集，证明 0 S 

XrTo -. 

■6. 若 y 是 x 的子空间，2是 y 的子空间，证明 z 是 义的子 
空间， 

7. 设 Y 是夂的子空间.证明 y 的子集为 y 的闭集，假如它 
是 y 与/內一个闭集的交集.若 a 为 y 的子集，证明在 y 內取 A 
的闭包， 与在/ 內取了 A 的闭包，再与 y 作交集，其结果是一样 

的. 
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8. 。设 y 为 x 的子空间.对于 Apy ， 令』 y 为乂在 y 內的 
內部， a ° x 为 A 在 x 內的內部.证明幷绐出例子来说 
明两者未必相等. 

9. 设 y 为 x 的子空间.若 a 开（闭）于 y ， 幷且 y 开（闭）于 
X ，证明 A 为 X 內的开（闭）集. 

10. 证明一个集合的边界总是包含它內部的边界. AUS 的 
边界与 A 的以及 B 的边界之间有什么关系？ 

11. 设 X 为实数全体所构成的集合， J6 为形状如 { x | a < x < 
6， 其中的子集组.证明 J 5 是 X 上一个拓扑的一组拓扑基， 
幷且在这个拓扑之下的每个成员旣是开集，又是闭集，证明这 
个拓扑不具有可数拓扑基. 

12. 证明若 X 的拓扑具有一组可数的拓扑基，则 X 有可数 
稠密集.若空间的拓扑具有可数拓扑基，则称为第 二可数 空间. 
具有可数稠密子集的拓扑空间称为是可分的， 

2.2 连续映射 

连续性的槪念用开集来陈述特别方便.设 x 与 y 为拓扑空 

间- 

(2.6) 定理从 X 到 Y 的映射连续，当而且仅当 y 的每个开 
集在 X 内的反像是 X 的开集. 

证明 回顾第1章中对连续性所下的定义.映射/ 连 

续,假如对 X 的毎点 x ，以及 /( x ) 在 Y 內的邻域#，集合 
是 X 在 X 內的邻域.现在若/连续，0为 Y 的开集，则0为它自 
己每点的邻域，因此/ _1 (0)必需为它自己每点在空间 X 內的邻 
域.于是知道广 KO ) 为 X 的开集.反过来的蕴涵关系留给读者 
自己去完成 . 1 

(2.7) 定理连续映射的迭合为连续. 

证明设 y ，— 2为连续;设0为2內的开集， 
幷注意 
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( so / pcogm 。）； 

又由于 3 连续， s 一 ko ) 必为 y 的开集，再由/的连续性可知 
广 ' W - i ( O ) 必在 X 內开.因此0。/连续. 

(2.8) 定理 设连续，幷且设 A 具有子空间拓 
扑.则限制映射 /| A : A — Y 连续. 

证明 设0为 y 內的开集，幷注意 

(/ SA >->(0)= Anr i (0). 

由于/连续， r ^ o ) 是 x 內的开集.因此 (/ I / rvo ) 在子空间 
A 內为开集，从定理 (2.6) 就得到门 A 的连续性. 

从 X 到 X 把每点映到自己的映射叫作 X 的恒 等映射 ，记作 
若将限制在 X 的子空间 A ， 则得到含 入映射 

(2.9) 定理 下列各条是等价的： 

( a ) 广是连续映射； 

( b ) 苦晚 Y 的一组杠扑基 J 内每个成贾的反 像为义 的开集> 

( c ) /(^)£/( A ), 对于 X 的任何子集 A ; 

( d ) r r ( B ) c /- j (¥), 对于 y 的任何子集5; 

( e ) 7内任何闭集的反像为 X 的闭集. 

证明 效率最高的一条路是验证下面的五个蕴涵关系 ： （ a ) 
今 (!>) 今 （ c) 今 ( d ) 今 ( e ) 今 （ a). 我们只打算完成其中的两个，留 
下三个给读者自己去作,考虑0>)今 ( c ). jA 为 X 的子集.当然 
fCA ' yczfjA ), 因此，我们必需证明若 — A ， 则点 /( x ) 为 /( A ) 
的极 限点. 若 w 是 /<>) 在 y 內的一个邻域，我们可以找到 A 內的 
开集 S ， 使得 f ( x ) GBc : Af . 假定 ( b ) 成立，集合/-1(丑）为 X 的开 
集，从而是^的一个邻域.但 x 是 A 的极限点，这表示说 /_ l ( B ) 
必含有 A 的点. 因此 B , 从而 W ， 含有 /( A ) 的点，如所欲证. 
要证明 ( d ) 今 ( e ), 注意若 B 是 Y 的闭集，则:若 ( d ) 成立, 
则有 
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7=hb)c ： /-i(F)=/-*(B). 

所以 /- kb ) 是 x 內的闭集. 

例子设 c 为复平面上的单位圆周，配备以子空间拓扑；区 
间[0，1)给以实数轴的子空间拓扑.定义 /:[0, l )— c 按照/00 = 
不难看出/连续.取圆周上的全体开弧段作为 C 的一组 
拓扑基 • 若 S 为上述的一个弧段，幷设 < S 不包含复数1，则 /- KS 1 ) 
是形状如 ( a , fc ) 的开区间，其中 0< a < fc < l , 因此，/夂以）是[0, 1) 



图 2.1 

內的 开集. 若 S 含有 1( 如图2.1)，则广汉幻具有形状如[0，勾 
UO , l )， 其中 0< a <6< i , 它是 [0 ,1) 內的开集，因为它是实数 
轴的开集（_1,勾11(卜1)与 [0,1) 的 交集. 于是定理 （2.9) 的 
( b ) 就能说明/是连续的*这个映射还显然是单一满映射.但 
是，它的逆映射却不是连续的.为了看出这一点，只需找到 
[0，1)的开集0 ,使得（广在 C 內不是开集.取0 
为区间[0，1/2 );这在[0 ，1)內是开集，但它在指数映射之下的像 
是 C 內满足 0< arg2 < Ji 的复数3，这个集合在(：內不是开集. 

——个同胚是指一个连续单一满映射，它的逆映射 
也连续 • 从定理 （2.6) 我们看到集合0在 X 內为开集，当而且仅 
当 a ( o ) 是 y 的开集.因此， a 诱导了 x 与 y 的开集之间的一一 
对应，使得我们可以认为 X 与 y 是同一个拓扑空间. 

例子设々为 n - 维球面，由£» + 1 內到原点距离等于 i 的点 
构成，幷采取子空间拓扑 • 我们说，从除去一个单独的点所 
得到的空间同胚于 £”• 至于除去哪一点是无所谓的，因为々上 
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任何一点可以通过旋转而达到另一点；为了方便，我们设除去的 
点为 p =(0,0, •••,(), 1). £" + 1 中最后一个坐标为0的点所构成的 
子集，给以诱导拓扑之后显然同胚于按照下列方式定义映 
射/ 一 , 叫作球 极平面投影. 若 X GS ”一{ p )， 则过3: 
与 P 的直线与的交点定义作 AOO 0 二2的情形见图 1.24). 

显然 A 是单一满 映射. 对于內的任何开集0，令 C 7 表示 
£ B + 1 內从 P 点出发，过 O 的半射线上的点的全体(除去 P 点本 
身），所得的 集合. 立刻可以验证以是£" + 1 內的 开集. 但 ^(0) 
恰好是与5 1 " — { p } 的交集，从而卜 （0) 是5 1 ”一 { P } 的开集.这 
就建立了 A 的连续性；完全类似的论证适用于 t 1 . 因此 A 为同 
胚. 

作为本节的 结束， 我们给出将在曲面那一章需用的两个结 
果.所谓 圆盘， 是指同胚于£ 2 內闭单位圆盘 D 的任何拓扑空间， 
如前，令 C 表示单位圆周.若 A 为圆盘， / t : A — D 为同胚，则 
A - i ( C ) 为/的边界，记作从.直观上，显然这个边界定义与同 
胚的选择无关.我们将在定理 （5.24) 內严格地证明从 D 到自己 
的任何同胚必将 C 映到 C . 

(2.10) 引理圆盘边界到自身的任何同胚可以护张成圆盘自 
身的同胚. 

证明 设4为圆盘，幷选定同胚 — 对于给定的同胚 
g ： dA ~> dA , 不难按下述方式将 C 扩张为整个 D 的自同 
胚.将0映为0 ,对于托 D -{0 }, 将 X 映为点 ㈤I ). 
換句话说，作辐式的扩张.把这个扩张叫/，则同胚 Ad / A 是同 
胚 5 T 在整个 A 上的扩张. 

(2.11) 引理设4与 S 为沿着边界孤而相交的两个圆盘，则 
AU B 为圆盘 4 

证明 设 r 为弧乂门5,用 a 与办来 记/与 5的边界上除去 
y 后分别余下来的弧（图 2.2). 利用引理 (2. 10)，按下述方式构造 
一个从 A U S 到 D 的同胚，平面上的 y 轴将£>分割为两个圆盘 
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图 2.2 


与 A 的幷集.按图2 .2 那样将组成 R 与0 2 边界的三个弧记作 
«与0! / 都同胚于单位闭区间[0，1]，因此，有从 G 到 V 
的同胚.先将这个同胚扩张到 V 上，给出从 aUy 到 a ' u ， 的一 
个同胚（这很容易办到）；然后用引理 （2.10) 把它扩张到 A 上，给 
出从又到以的一个同胚，这个同胚把 y 映为 〆 ，最后，将同胚按 
常识扩张到#上，使 )3 映为 f ， 幷且再用一次引理 （2. 10>将同胚 
扩张到5上.结果是一个从 A U 5到 0^02=1 ) 的 同胚. 于是 
AU S 为圆盘. 


习 题 


13. 若为连续映射，证明在/之下保持不动的点 
全体构成 X 的一个闭子集.若5是 X 上定义的连续实値函数，证 
明集合 = 是闭集. 

14. 证明函数 AOO = f/(l + —) 是从实数轴到开区间 （ 0, 1) 
的同胚. 

15. 设为连续映射，定义/的图象 r f 为 

r f ( x ) = oucxyK 证明 G 为连续映射，幷且它的像（配备以 
的诱导拓扑）同肢于 

16. 在 X 上取什么样的拓扑才可以使 X 上的每个实値函数 
为连续的？ 

17. 设 X 为全体实数配备以余有限拓扑（见 1.4 的例 6 ) ， 
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幷且定义 /:^ 1 — X 按照证明/连_，但不是同胚. 

18. 设 XsAiUAW …，其中 + i 对一切 n 成立 • 
若为映射，使得对每个 n ，/| A B : A B — y 关于 A s 上的子 
空间拓扑为连续，证明/连续. 

19. 设乂为空间 X 的子集.在 A 的点取値 1， 在 X—A 的 
点取値0的实値函数叫作 Z 的特征函数， 用这个函数来描写 A 的 
边界. 

20 . 将开集映为开集的连续映射叫作开映射；将闭集映为 
闭集的映射叫作闭映射.下列连续映射中哪些是开的，哪些是闭 
的？ 

(a) 从实数轴到圆周的指数映射 

( b ) 按= l _ V |) 定义的折迭映射 f ： E ^ E \ 

(<0用复数表示为的，将平面在自己上面绕三转的连续 
映射. 

21 . E - 內的 单位球 是指坐标满足 W + m + 的点所构 

成的集合给以^的子空间拓扑; 单位方体 则是坐标满足1\丨<1, 
l<i <”的点所构成的集合给以子空间拓扑，证明在£»內单位 
球同胚于单位方体， 

2.3 充滿空间的曲线 

上个世纪末 Guiseppe Peano 作出了一个惊人的发现，初看起 
来甚至以为是悖论.他指出存在定义于实数轴上闭区间的连续函 
数将区间缺满平面上的二维区域，比如说，正方形或三角形.这 
样的映射叫作 Peam > 曲线， 或充滿区间的 曲线. 也就是，这条曲 
线作为区间的像通过所说二维区域的每个点. 

Peano 曲线的存在表明定义空间的维数时必需 +* 分小心.把 
X 的维数取作确定 X 各点所需要的连续参数的最少个数幷不妥 
当.在这样的定义之下、 Peano 的例子说明正方形将是1维的. 
在第9章中我们将对维数作简短介绍。 
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Peano 构造有好几种变体.这里是比较简单的一个，以正三 
角形为像.人们可能会猜测，这个充满空间的曲线是一序列较筒 
单曲线的极限，愈是沿着这个序列而前进，序列里的曲线将三角 
形塡上的部分就愈 增大. 设 △为 平面上边长为二分之一的正三角 
形，我们按下列的方式造出一序列连续映射九：[0，1]-厶.前三 
个映射在图 2.3 中淸楚地描写了出来，以后各项可以通过迭代图 



示的步骤而得到.在毎一步，△被分为一些全等的小正三角形， 
曲线在这毎个三角形內的部分看起来恰如八的像，即通过三角形 
重心连结三角形两个顶点的一条折线.向下一步过渡时，每个小 
三角形又等分成四个更小的正三角形，幷引入 如同八 的像那样更 
为复杂一些的曲线，如此继续不断地将正三角形分小， 八 的像就 
逐步扩大了 A 內被塡上的部分. 

对于 F 內的两点 x 与 A ，我们用 h —浏表示它们之间的距 
离.设》>讯，则对于 [0 ,1], 可以找到边长小于 1/2™ 的一个 
三角形同时含有九 (0 与/»(0 ,因此， ||/„( t )_/ n (0|< l /2" ■对 
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千毎个[0 ，1]成立，这就证明了序列 {/„} 一致收敛•令/:[0，1] 
— A 为极限映射.由于 每个八 连续，所以/连续 • 

剩下只需证明/的像确实为整个 A . 首先注意，对于任何 
n , f „ 的像到△內任何点的距离不超过 1/2". 设已给 A 的一 g 
x ， 以及 x 在£ 2 的邻域取 iV 足够大，使得以 x 为中心， i /2 N ~ l 
为半径的圆盘包含于 u ， 幷且取 f a e [ o ， i ]， 使得 
h -/ w ( t 0 ) l |< l /2 w . 

由于对于每个 K [0，1]有 

||/ A .0)-/( t ) l !< i /2 w , 

三角不等式给出 

|文-/0。）|1<1/2 心 1 . 

因此/(~)必在 u 內.这表明△的毎一点是集合/([0，1])的极限 
点.伹我们将在下一章（定理 （3.4) 与 （3.9)) 看到，从[0，1]到 
连续映射的像必为 P 的闭集，因此，必需包含它所有的极限点. 
于是知道映射/的像为整个 △. 

习 题 

22 . 试求充满£ 2 內单位正方形的 Peano 曲线， 

23. 试求从[0，1]到&的连续满映射. 

24. 一条充满空间的曲线能塡满整个平面吗？ 

25. —条充满空间的曲线能塡满£ 3 內的单位方体吗？ 

26. 你认为 Peano 曲线可以是单射吗（见定理 （3.7))? 

2.4 Tietze 扩张定理 

设 X 为拓扑空间， A 为 X 的子空间.对于定义在 A 上的实値 
连续函数，很自然地可以问，是否总可以将这个函数扩张为整个 
X 上的连续函数 • 換句话说，能找到 X 上定义的连续实値函数， 
使得它在 X 上的限制就是已给的函数吗？ 一般来说，不一定能得 
到肯定的答案 • 例如，设 X =[ C , 1], 乂=(0，1)，幷且定义/:(0,1) 
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- E 1 , 按照 


/(x) = lo gi -— 

则 / 是从 （0，1) 到实数轴的同胚，但/不能扩张到整个单位闭区 
间上，因为，任何定义在[0，1]上的连续函数是有界的.本节的 
目的是讨论一个特殊情形，这时扩张总是可行的. 

(2.12) 定义集合 X 上的一个度量或距离函数是定义在笛卡 
儿积 Xx X 上的一个实值焱数 d ，它对于任意满足： 

(a) dix , y )^ Q , 等号 成立，当而且仅当 x = A 

(b) d(w) 二 d(y ， x); 

(c) + 

集合具备了一个度量，以后叫作度量空间， 

度量空间的槪念在数学分析里是很有用的，读者可能熟悉它 
的一些实例.任何欧氏空间以通常两点间的距离为距离函数是度 
量空间.在[0，1]上定义的连续实函数全体，配备以如下定义的 
两个函数之间的距离 

d ( f , fl ) = ^ sup ^ 丨 /( t ) 一 0 ( f ) I 

是度量空间.度量空间的任何子集从整个空间因袭了一个度量而 
成一个度量空间，因此，丑 3 內的曲面是度量空间. 

集合上的度量按下述方式在这个集合上自然地给出一个拓 
扑.设^是集合 X 上的度量，对于集合 
叫作以 X 为中心，半径 e 的球体，或球体，记作定义 
X 的子集0为开集，假如对于任意点可以找到正实数£， 
使得包含于 0. 拓扑所应满足的公理不难验证. 

注意集合上不同''的度量可以给出同一个拓扑.例如，把 n - 维 
欧氏空间的全体点作为我们的集合，按下列三种不同的方式定义 
度量 • 记怎二％，々，…， &) 为 £ n 內一个标准的点，定义 
( a ) 
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田 2.4 

图 2.4 对于 n =2 的情形両出了三种度量之下，以原点为中心，半 
径为1的球体.要看 出尖与 4给出同一拓扑，注意在任何圆盘內 
有正方形，反之，在任何正方形內有圆盘.因此，比与匀确定同 
样的开集.同样的考虑适用于度量毛的菱形球体与圆盘，或方块 
之间的关系.因此，所有这三种度量都给出£ 2 的通常拓扑.一般 
n 的情形则留给读者自己去完成. 

对于度量空间內两个不同的点，我们总可以找到不相交的开 
集分别包含它们.因为若置 

U={ Z e^\d(x, Z )<CS/2} f V^{zeX\d(^z)<8/2} m 
则 f / 与 V 都是开集（它们分别是 B 5/2) 与 B ( y , 5/2) 的內部）， 
它们不相交，幷且^当然包含在 U 內， y 在 V 內. 集合 U 通常称 
为以 r 为中心，半径为 S /2 的 开球. 若拓扑空间的任意不同的两 
点分别包含于不相交的两个开集內，则称为 Hausdorff 空间.幷 
非每个拓扑空间都是 Hausdorff 空间；例如，若全体实数给以余 
有限拓扑，则任意两个非空开集必定相交. 

若 d 为 X 上的度量， A 为 X 的子集，一点*到乂的距离 
A ) 是定义作 d ( x ， 幻的下 确界，其中 

(2.13) 引理 按照 A ) 而定义的实值濟数是连续的， 
证明 设欠6义；又设 W 为以 x ， A ) 在实数轴上的一个邻域. 
取 C >0 适当小，使得区间 e ， d ( x ， A )+ e ) 包含在 W 內. 
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设; 7 为以 r 为中心，半径为 e /2 的开球，选取一点使得 
d ( x , aXd ( x , A ) + e / 2 t 若 我们有 

d (z, A) {z, a) {z, x) +d(x,a)<^d(x f A) +e t 
将 x 与 2 的地位对调，我们又得到 

d(x,A)C + d(z,A)+e, 

因此，"被引理中的函数映入— e，d(x,A >+ s)， 从而映 
入这表明 W 的反像是^在X內的邻域，也即证明了函数的连 
续性. 


(2.14) 引埋设乂，£为度量空间 X 内不相交的闭集，则有 
X 上的连续实值 禹數， 在 A 的每点取值1，在丑的每点取值 一1, 
在 X —( AUS ) 上取值介于±1之闽. 

证明由于 Z 与 S 都是闭集，幷且互不相交，所以 d(x，A) 
+ d(x. S) 永不为0 ( 见习题 27)* 因此，可以按下式定义X上的 
实函数/ 


fix )=- 


d( x,B) — d{x ,. 

d (x, B) +T(xT 


显然 / 取値符合 要求； 它的连续性从引理 (2.13) 容易 推知， 

(2.15) Tietze 扩张定理在度量空问闭子某上定义的任何 
连续实值禹數可以护张到整个空问. 

证明设X为度量空间， C 为闭子集， /:C-£i 为连续映 
射.开始时我们假设/有界；即 1/( jc )|<M， 对一切: c€C. 

设 A 为 C 內满足/(幻的点所构成的子集， B ^ C 內满 
足 /(x )<- M/3 的点构成的子集.则乂，与丑，显然不相交，幷且 
它们都 是/的 闭集.例如，次是 P 內闭子集 [M/3,oo) 的反像， 
因此，由/的连续性可知是 C 的闭集 • 但 C 是X的闭集，所以， 
>^是义的闭集 • 同 理足是 X的闭集 • 按引理 （2.14) 我们可以 
找到一个连续映射山: X->[-M/ 3 , M/3], 它在4上取値 M/3, 在 
尽上取値一 M / 3 , 在 X — （4U 坧〉取値于 < —M/3，A//3). 注意 
在 C 上我们有 
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\f(x) -sr ! ⑶丨 < 2 ^/ 3 . 

其次考虑函数 /( 幻一&(幻，令乂 2 为(：內使/(幻一 a ( x )> 
2 M /9 的点 x 构成的子集，氏为 C 內使/( X ) —巩 （ x )< —2 M /9 的 
点 x 构成的集合.第二次运用引理 (2.14) 得到一个连续映射 
ff 2 ： X ->[-2 M /9,2^/9], 它在 A 2 上取値 2 M /9， 在丑 2 上取 
-2 M /9, 在 X 的其它点取値在（一 2 A //9,2 Af /9) 之內. 如果计算 
/00— giOO _ g 2 ( JO ， 就看出 1/( 工 ）一 A (幻一&00 |<4 M /9 在 
C 上成立. 

重复这过程可造出一序列连续映射 g n ： X -*[-2"- l M /3\ 
2-^/3"], 它们满足： 

( a ) \ f ( x )~ gi ( x ) -丨 <2" M /3" 在 C 上 成立； 以反 

( b ) \3 n ( x )\<2 n - 1 M /^ 在 X —C 上成立. 

级数⑻在 义上一 致收敛(按 Weierslrass 检验法），因 

n=l 

此，它的和幻存在，幷且是连续函数.由 （ a ), /与 5 在 C 上 
重合，因此， a 将/扩张到整个 X 上.为了下面讨论非有界情形 
时有用，我们注意这是由于 

\g(x)\^^\g n (x)\^M 

幷且按 ( fc )， 在 x — c 上 | S ( x )|< M . 

如果所给的连续映射/不是有界的，选取从实数轴到区间 
(_1,1)的同胚 fc ， 幷考虑迭合映射 A 。/. 它是有界的，因此， 
按前一段考虑可以将它扩张为整个 X 上定义的连续实函数，取値 
于（-1，1)之內. 因此迭合映射匕 1 off 有定义, 幷且按作法它是/ 
在 X 上的扩张.这就完成了证明. 

我们将在 5. 6节用到 Tietze 定理， 

习 题 

27,证明 d ⑺ A )= 0 ， 当而且仅当 xG 了， 
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28. 若 S 为一个度量空间內不相交的闭集，试求不相交 
的开集"， V 使得 Act /， BcV . 

29. 证明在任何集合久上可按 </( x，iO = l , 当 Wpy , d ( x , x ) 
= 0定义距离函数 • d 在 X 上给出什么样的拓扑？ 

30. 证明度量空间內任何闭子集是可数多个开集的交集. 

31. 对于度量空间的子集丑，它们之间的距离 

是定义作的下确界，其中试求平面上两个 
距离等于零的不相交闭 子集. 子集合4的直径是定义作上确界 
d ( x ，扒， 其中 Aye 验证方才找到的两个闭子集的直径为无 
穷. 


32. 若 A 为度量空间 X 的闭集，证明任何连续映射 /: A — 
可以扩张到 X 上. 

33. 试找出 {0} 到 JE 1 的那样一个连续映射，它不能扩 
张到£ 1 上. 

34. 设为平面上单位圆周的恒等映射.将/扩张 
为一个从 £2 _ {0} 到 C 的连续映射 • 能够期望将/扩张到整个 

上去吗？（这后一个问题的精确解答在 5.5 节给出 •） 

35. 设已给连续映射 + I — 彳0}，试求连续映射 
使得 0 在集合广 W ) 上重合于 /. 

36. 若 X 为度量空间， Z 为 X 的闭集，证明连续映射 

心总可以扩张到 A 的一个邻域上去.換句话说，扩张到 X 的一 
个子集上，它是 A 中每点的邻域 • （将 < S ” 看作+ 1的子空间，幷 
将/扩张为把 X 映入 + 1 的连续映射 • 然后利用习题35.〉 
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3. 紧致性与连逋性 

3.1 £• 的有界闭集 

欧氏空间內旣为闭集，同时又为有界集①的子集对我们 
来说有特殊的重要性，作为例子，像第一章中所说的曲面，以及 
为了将空间剖分而将在第6章构作的有限单纯复形等都是.我们 
要说明这种集合可以用一个纯粹拓扑的性质来刻划，也就是说， 
这个性质只涉及£*的拓扑结构，用不着依靠距离槪念 • 这个性 
质对于一般的拓扑空间陈述出来就叫作‘紧致性\ 

在进行细致的讨论之前，先引进一些术语较为 方便. 设 X 为 
拓扑空间，朵为 X 的一组开集，它们的幷集是整个 X . 这样的一 
组开集叫作久的一个 开复盖 •若 是沒 的一个子组,幷且若 
= x ， 则叫作分的一个子 复盖. 我们给出两个例子 • 设 X 为 
平面，取 沒为半 径等于1，中心为整数坐标点的开球 全体. 这些 
开球构成平面的一个开复盖 • 注意如果我们从殳內舍去任何一个 
开球则剩下的开球组不足以复盖平面，因为 S 的中心盖不 
上， 因此，沒沒有眞子复盖.在我们的第二个例子中，令 X 为单 
位闭区间[0，1],用它得自实数轴的子空间拓扑，幷且取[0，1]的 
下面一组开集作为殳 * 

[0，1/10)» (1/3,1], 集合 （ l/(n + 2)，1/ TJ )， 

其中 neZ ， n >2. 这个开复盖是无穷的；但是显然用不着取沒 
的全体成员才能够盖满 [0,1]. 取其中的有限多个，此如 
[0,1/10)| (1/3,1], ( l/(n + 2), l / n ), 2 < n^9 
就已足以盖满.因此 [0,1] 的开复盖沒包含了一个有限子复盖 • 
事实上，我们在下一节将要看到， [0,1] 的 任何开 复盖一定包含 


© 有界是指包含在一个以原点为中心，半径为有限的球内 • 
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有限子复盖.正是这个性质使的有界闭集占有突出地位. 

(3.1) 定理£"的子集 X 为有界闭集，当而且仅当给以子 
空间担扑）的任何开复盖必有有限子 复盖. 

这个结果启发我们给出下 面的： 

(3.2) 定义拓扑空间 X 紧致，假如 X 的任何开复盖包含有 
限子复盖. 

有了这个定义以后，定理 （3.1) 可以转述 如下： 欧氏空间内的 
有界闭某正好是它的(具备了于全间拓扑的）紧 致子集 • 

由于我们打算一面证明定理(3.1)，一面同时建立有关紧致空 
间的一系列结果，所以这个定理的证明将分布在随后的三节中， 
紧致空间具有非常好的性质；这里我们列出两条，它们的证明则 
将在以后几节中 完成： 

( a ) 在紧致空间上定义的连续实函数是有界的，幷达到它的 
上下确界； 

紧致空间內的无穷子集必有极 限点， 

在结束这一节时我们指出，按其定 k ， 紧致性是空间 的拓扑 
性质 • 若乂紧致，幷且 x 同胚于 y ， 则 y 也紧致 • 


3.2 Heine-Borel 定理 

在这一节我们对著名的 Heine-Borel 定理给出两个证明_这 
样作是由于两个证明都很有意思(所用的技巧是各不相 同〉， 幷且 
这个定理是定理 (3.1) 的核心部分， 

(3.3) Heine-Borel 定理 实数轴上的闭区间是紧致的. 

证明定理 (3.3) 的‘延伸法’ 设!>, &] 为实数轴上的闭区间， 
配备以诱导拓扑，幷设牙为1>,的一个开复盖 ，这 个证明的想法 
是从 a 出发巡着区间逐渐向&延伸，看看能走多远使得走过的部 
分仍然保持能为朵內的有限多个成员所复葦•定.理的结论是说可 
以一直达到& 点. 

定义 [ a ，&] 的子集 X 为 , 
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X={ X E[a,b]\[a t x] 包含于牙內有限多个成 
- 员的幷集} 

则 X 非空 （ a £ X )， 幷且有上界 （6 为一个 上界〉 .因此 X 有上确 
界，比如说 S . 我们说 S 6 X ①幷且 s = fc . 因为，设0 为殳 內含有 
s 的成员之一.由于0是开集，我们可以取 s >0 足够小，使得 
(s — e , s ] gO . 幷且当 s 小于6时，使得 （ s _ e，s + e ) sO . 现在 
s 是 X 的上确界，因此有 X 的点任意接近于 s . 同时 X 还具有这 
样的性质，即若则 于 是我们可以假 
定 S _ e /2€ X . 按 X 的定义，殳的某个有限子组朵'构成区间 [L 
s — e /2] 的复盖.将0添入穿'，则得到 分的一 个复盖 [ a , S ] 的有 
限子组.因此若 s <6, 则 ( J 殳⑴0包含了 [ a，s + e /2]， 
从而 s + e /2 GX ， 这与 s 是 X 的上确界矛盾. 因此 H ， 整个 
[ aj ] 包含于 U 朵' U 0. 这就完成了 证明. 

定理 （3.3) 的‘细分法’证明 第二个证明不那么直接：我们 
将用反证法.但是，这个证明不太依賴区间的 ‘1- 维性’，同样的 
想法可以用于，比如，证明平面上的方块是紧致空间. 

设若定理 （3.3) 为不眞. 令沒为 1»]的开复盖而不包含任何 
有限子 复盖. 置 &=[«,&]. 分 [ a , ft ] 为两个等长的闭子区间[〜 
(,a + b)/2],[{a + b)/2,h]. 它们之中至少有一个不 为朵的 任何有 
限子组所复盖②.迭取 [ a , (a + b)/2],[ (a + iO /2,6] 之中的这样一 
个，把它叫作然后重复这个手续，等分/ 2 ,选择其中不能为 
殳的任何有限子组所复盖的一个，叫作这样继续作下去得到 
一串单调下降的闭区间序列 

…， 


它们的长度趋于零， 


① 这需要证明，实数轴上一个 子集的上确羿朱必腾 于这个集合. 

② 如果[>，（<* + *)/2]£U，i， C (- < + »)/2, i ] CUJT 2> 其中 与， 2 部是 ， 
的有限 子组， 则口， 2 为，的 有限子 复盖， 与假设矛盾. 
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我们断言门恰好包含一点 • 在定理 (3.3) 的第一个证明 

n ~ 1 

中，用了实数的所谓完备性质（陈述为：有上界的非空实数襄合 
必有上确界），这里将再次用到它.为了证明这些区间的交非空， 
令、为\的左端点，幷考虑序列这个序列是单调增加， 
幷且有上界的 • 因此，若 P 为^•的上确界，我们知道 {&} 收 
歛于 P， 不难验证 P€/„， 对于一切 n •同时，由于/»的长度 

趋于0 ,当 n 趋于无穷，显然鬥/„不能包含一个以上的点 *( 读者 
* - 1 

应当自问是否有把握补出这些论断的细节，）因此， /„ = {p}. 

« = 1 

P 旣然属于 [a,&]， 必在沒內的某个开集0 里. 选取 e>0 适 
当小，使得 


(p-e,p + e) n [ a , b ]^ 0 , 

幷选择正整数 n 足够大，使得的长度由于 p€/ n ， 我们 
立刻知道但最初 / w 的选取是要它不能包含于沒內有限 
多个成员的幷集，而这里/»竟包含在朵的一个单独的成员里了！ 
这个矛盾使证明得以完成. 

作为定理 （3.3) 的一个推论，我们可以证明闭区间上定义的 
连续实値函数必为有界（在 3. 3节将对一般的紧致空间证明这个 
结果） • 设连续 • 对于 xe [ a , i »] 我们可以取 jc 在 
[aj] 內的邻域 0(x)， 使得对于一切点 VGCMX) 有 I/O') — 
所有这些 0( 幻构成 [ a , b ] 的一个开复盖 • 因此按 
Heine-Borel 定理可以找到有限子组， 0(h) , ••• , 0(:^)，使得 

0(、）U … UO0Cfc)=[a,6]. 

伹若则|/00丨<|/0^>丨+1.所以，对于任何—点 
[ a , b ], 我们有 

I /00 I <max{ | /(^> | ,…， | f ( x k ) | } + 1. 

前面曾说过细分法证明可以推广到高维的 情形. 例如考虑正 
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方形 


5*= { O , 州 0< x < i ， 

给它配备以平面的诱导拓扑，要证明 5* 紧致，只需证明：如果一 
组 *5 內开集的幷集是整个 S 1 ， 那么从中必定可以取出一个有限子 
组，使得这有限个开集的幷集就已经包含整个完全和以前一 
样的思路在这里可行，即假定有一组朵不满足上述要求，将导致 
矛盾. 细分的手续是连结两对对边中点而将 5* 分成四个相等的小 
正方形.从四个之中选出一个使得它不能包含在殳內任吋有限多 
个成员的幷集，把它叫作重复这个作法得到一串单调下降 
的正方形 

它们的直径趋于0，当 r : 很大. 证明 ft 5^恰好为一个点，将是 

n - 1 

一个有趣的习题.达到这一点以后，剩下的论证就同以前 一样， 
细节留给读者自己去完成. 

在 3. 4节中我们将对 S 的紧致性给出另一个证明，它的思路 
是很简单的：我们将定义两个拓扑空间的乘积，幷证明紧致空间 
的乘积空间是紧 致的. 由于 S 是乘积空间 [0,1] X [0,1]，所以 S 
紧致. 


习 題 

1. 试求 P 不包含有限子复盖的开复盖.对于 [0,1) 与(0， 

1) 也作一下. ’ 

2. 设为平面上一串单调下降的正方形，设它 
们的直径随着序列的行进而趋于零 • 证明所有这些正方形的交集 
恰好是一个点 • 

3. 用 Heine - Boret 定理证明闭区间的任何无穷子集必有极 
限点. 

4. 将紧致性的定义用闭集重述出来。 
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3.3 紧致空间的性质 

前面曾指出紧致性是空间的拓扑性质，也就是说，任何同胚 
将保持这个性质.更有进者，它将为任何连续满映射所保持. 

(3.4) 定理紧致空问的连续像是紧致的. 

证明 设 y 是连续满映射，幷且设 x 紧致，我们来证 
明 Y 紧致.设朵为^■的任意开复盖.若0€朵，则由/的连续性 
知道/ _1 (0)是 X 的开集，因此 

为 x 的开复盖，由于 x 紧致， s 有一个有限子复盖，比如说 

义二户⑼川… urn %). 

由于/是满映射，所以有/(/ _1 (0,)) = 00 从而 

y^OjUO^-uOfc. 

于是这些开集0 2 ,…， Ofc 构成沒的一个有限子复盖. 

拓扑空间 X 的子集 c 叫作 X 的紧致 子集， 假如子空间 C 是紧 
致空间.回忆 C 的子集在诱导拓扑之下为开集，当而且仅当 c / = 
^ nc , 其中 f 是 x 的开集.因此， c 为 x 的紧致子集，当而且仅 
当 若X 的一组开集的幷集包含 C ，则从这组开集中可取出有限子 
组，它们的幷集包含 

( 5 .5) 定理紧致空间的闭集是紧致的* 

证明 设 X 为紧致空间， C 为叉的 闭集，朵为 X 的一组开 
集，满足 Ce U 牙. 如果把开集添加到沒內，则得到 X 
的一个开 复盖. 由 X 的紧致性，这个开复盖有一个有限子复盖. 
因此我们可以找到沒，使得 
O t U0 2 U -UO fc U (X-C)=X. 

这表示说 c ^ O,u 0 2 U … UO *：, 集合 Oi , …, Ofc 就是所需要的沒 
的有限子组. 

(3. 5 ) 定理若 A 是 Hausdorff 空何 X 的紧致子集，并且若 
x £ X - A , 则 x 与乂有互不相交的郜域 . 从而 Hausdorff 空问 
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的紧致子集是闭集. 

证明 设 2 为乂的一点.由于 X 为 Hausdorff ， 可以找到不 
相交的开集与 v %， 使得 xe %， 我们将让 2 在 a 內 
变动，所采取的记号就是要强调" 2 与匕依賴于幷记住 x 是 
內一个固 定不变 的点.让2在 a 內变动得到一组开集 {Kj 
它们的幷集包含 A . 但 A 是紧致的，所以对于某有限多 
个点 2 1，力，…， a 有 

^■ V = V Zi [ j - UV Zii . 由于 V '与 X 的邻域？7 2| 不相交， V 与 
交集 1 • 

C /= t / Zi fV.. n f/ Zi 

不 相交.集合 U 与 y 就是 X 与/的不相交开邻域. 

在第2章中，我们曾看到连续的单一满映射不一定具有连续 
的逆映射，因此不一定是同胚.但是，如果这个映射是从紧致空 
间到 Hausdorff 空间的，则可以利用上面的结果论证逆映射的连 
续性. 

(3.7) 定理从紧致空间 X 到 Hausdorff 空间 Y 的连续单一 
满映射是一个同胚. 

证明 设/:义― V 为这个映射，设 C 为 X 的闭集.则 C 紧致 
(定理 (3.5)). 因此 /( C ) 紧致（定理 （3, 4))，从而是7的闭集（定 
理 (3.6)). 于是/把闭集映为闭集，这就证明了广 1 是连续的. 

下一个结杲能使我们对于空间的紧致特性摸得更透.这个定 
理说，如果在紧致空间內取出无穷多个点，则这些点的分布必在 
某处显得很拥挤；用更严格的语言说就是它们必定有极限点. 

(3.8) Bolzano-Weierstrass 性质紧致空间的无穷子集必 
有极限点. 

证明 设/ 为紧致空间， S 1 为 X 內沒有极限点的子集.我们 
来证明 S 1 为有限集.对于可以找到它的开邻域000,使 
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得 


\ 0 , 当味 A 

o(x)n^ = 

^ c }， 当 xd 

因为否则的话 X 将是5•的一个极 限点. 由 x 的紧致性，开复盖 
{0( x )| x £ X } 具有有限子复盖.但毎个集合 0( x ) 至多只包含了 
的一个点，因此必为有限集. 

Bolzano - Weierstrass 性质吿诉我们，比如，欧氏空间內的紧 
致子集不能沿着某个方向伸向无穷远.因为，如果能伸向无穷 
远，就可以找到无穷多个点，每两个之间保持一定距离，跑向无 
穷远处而沒有极 限点， 当然我们可以用这个集合的开复盖来给出 
一个严格的证明. 

(3.9) 定理 欧氏空问内的紧致子集是有界闭集， 

证明 设 C 为£«的紧致子集.则按定理 （3.6) C 为闭集.以 
原点为中心，半径为整数的开球构成的一组开复盖.因此若 
C 紧致，它必然包含在有限多个这样的球內，也就是说，有整数 
n , 使得 C 包含在以原点为中心，《为半径的球內.換旬话说， 

C 为有界. 

(3.10) 定理 定义在紧致空间上的连续实值函数是有界的， 
并且达到它的上下确界. 

证明 若连续，幷且若 X 紧致，则 / O ) 紧致.因 
此按定理 (3. 9)，/00是《內的有界闭集.由于 /( 幻是闭集， 
/00的上下确界也属于 /00. 因此有满足 
/(Xj) = sup(/(X>), /(x 2 )=inf(/(X)), 

也就是说，/达到它的上下确界. 

作为本节的结束，介绍关于紧致度量空间开复盖的一个颇带 
技术性的结果，以后将多次用到它. 

(3.11) Lebesgue 引理 设 X 为紧致度量空问，殳为 X 的开 
复盖.则存在实数 S >0 (叫 作殳的 Lebesgue 數） ，使得 X 内 if 径小 
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于 5 的任何臬合必包含于沒的某个成员. 

证明 若 Lebesgue 引理不眞，则可以找到 X 的一组子集 
A 2 ， A 3 t …，其中沒有一个是朵內成员的子集，幷且随着序列的行 
进，它们的直径趋于0»对于每个 n ， 选择4„內的一点序列 
或者只包含有限多个不同的点，这时某些点无穷多次重复出 
现；或者包含无穷多个点，这时由于 X 紧致，故必有极限点•将 
无穷多次重复的一点，或某个极限点记作设 U 为沒的某个成 
员， 它包含 P 点 、.选取 e >0， 使得幷选取足够大 
的正整数 W ， 使得： 

( a ) 的直径小于 e /2， 幷且 

( b ) x N e B ( p , e /2). 

则 d( 〜， p)<e/2 ， 幷且对于乂„的任何点 x ， 有 dCx , x N )<e/2. 
因此当时， d ( x , p )<：£, 表明 A wS t /. 这就与原先对于 
序列的选取矛盾 I 


习 题 

5. 下列空间之中的哪一些是紧致的？ 

( a ) 有理数所构成的空间 f 

( fc ) &除去有限多个点； 

( c ) 环面上除去一个开圆盘 j 

( d ) Klein 瓶； 

( e ) Mdbius 带除去边界圆周， 

6. 说明在定理（ 3 .7)中不能减去 Hausdorff 条件 • 

7. 说明 Lebesgue 引理对于整个平面不成立. 

8. (Lindel5f 定理） 若; C 的拓扑具有可数基，证明 X 的任何 
开复盖包含可数的子复盖， 

9. 证明 Hausdorff 空间內任意两个不相交的紧致子集必有 
不相交的邻域. 

10. 设 A 为度量空间 A ： 的紧致子集 • 证明可以找到一对点 
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x , j / eA , 使得政 uo 等于 A 的直径. 对午给定的*6欠，证明# 
J /6 A , 使得 

d (. x , A ^= zd ( x f i/) t 

对于任意与 Z 不相交的闭子集 B ， 证明 # A ， B )>0, 

11. 试找出某一拓扑空间內的紧致集，它的闭包不紧致， 

12. 具备余有限拓扑的全体实数构成一个紧致空间吗？对于 
半开区间拓扑（见第2章的习题 11) 回答同样问题. 

13. 设为开满映射，幷且设 y 內每点的反像是 X 內 
的紧致集.证明当 K 为 y 的紧致集时， rv / o 为紧致./为开映 
射的假定能否除去？ 

14. 设/:义― y 为连续单映射，幷且设当/(叉）给以 y 的诱 
导拓扑时/:夂― / a ) 为同胚，则称/ 把义 嵌入于证明从紧 
致空间到 Hausdorff 空间的连续单映射为嵌入映射. 

15. 空间叫作局郵紧致，假如它的每点有一紧致邻域.证明 
下列空间是局部紧致的：任何紧致空间；£%任何离散空间 I 局 
部紧致空间的任何闭集，证明有理数所构成的空间不是局部紧致 
的，验证局部紧致性为同胚所保持. 

16. 设 X 为局部紧致 Hausdorff 空间， 对于任意:^€又，以 
及工的邻域 f /， 试求^的一个包含于 U 內的紧致邻域， 

17. 设 X 为局部紧致 Hausdorff 空间，但不 紧致. 外加一个 
点于 X ， 通常记作 co , 以构成一个新的空间，的开集 
是尤的 开集，以及形状如 （X — 的集合，其中凡是义的 
紧致子集.验证拓扑结构所应满足的公理，幷且证明为 
紧致 Hausdorff 空间，包含 X 作为稠密子集 • 空间 XU { m } 叫 
作 X 的一点紧致化， 

18. 证明 £- U { o °} 同胚于(先考虑 n =2 的情形•球 
极平面投影给出除去北极的口与£ 2 之间的一个同胚，平面上愈 
是远处的点所对应球面上的点离北极愈近《把归还北极那一点给 

看作添加一个无穷远点 oo 到£ 2 . ) 
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19. 设 X 与 Y 为局部紧致 Hausdorff 空间，设 Y 为连 
续满映射.证明/可扩张为 XU {«=} 到:的连续映射， 
当而且仅当对于 Y 的毎一点 y ，/ _1 ( J 0 是 X 內的紧致集.由此导 
出若 AT 同胚于 y ， 则它们的一点紧致化也同胚.试找出两个不同 
胚的空间，但具有同胚的一点紧致化， 

3.4 乘积空间 

现在转而讨论自然地具有乘积结构的空间，脑子里立刻会呈 
现很多例子：平面可以看作两条实数轴的乘积，环面可以看作两 
个圆周的乘积，圆柱面可以看作圆周与单位区间的乘积.拿这样 
一个例子来剖折一下是有益的_我们就选定£ 3 內的圆柱面 
{( X , y ,3)[ x 2+^= l , 幷且0<2<1}, 

取诱导拓扑.作为一 个集合 它是笛卡儿积这里 心 表示 
平面內的单位圆周，/为 z 轴上的单位区间，我们说，圆 
柱面的拓扑在一种很自 
然的意义之下是圆周的 
拓扑与区间的拓扑二者 
的乘积*为了看出这一 
点，注意若 t / 为&內 
的一个开集， V 为 J 內 
的开集，则乘积集合 U 
XV 是圆柱面內的开集 
(图 3.1). 另一方面， m 3.1 

对于圆柱面上的开集0,以及0內的一点 p ， 我们不难找到开集 
Vcl , 使得換旬话说，这些乘积集合构 
成圆柱面拓扑的一 组基. 我们把这种情况槪括起来说，圆柱面具 
有‘乘积拓扑有了上面的启发，我们可以给出两个拓扑空间乘 
积的精确定义 • 然后我们将证明两个紧致空间的乘积是紧致的 
(作为这一节的主要结果)， 
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设 X 与 y 为拓扑空间，功为 xxY 內形状如 t / xV 的子集 
组，其中 U 为 x 的开集， V 为 Y 的开集.则 u 功二 XxY ， 幷且 
还中任意两个成员的交集属于纫.因此功构成 XxY 上的一 
组拓扑基.这个拓扑叫作乘积 拓扑. 集合 XxY 配备了乘积拓 
扑之后叫作乘积空间.几乎用不着再多加说明就知道这种构造对 
于有限多个空间作乘积也完全适用.若义 2 ,…，为拓扑空 
间，则乘积集合 X lX …上的乘积拓扑，以形状如 

hx … x <7„ 的集合构成它的一组拓扑基，其中是；^的开 
集，注意 n - 维欧氏空间的通常拓扑正是把■看作 n 
个实数轴的乘积集合时配备的乘积拓扑.为筒单起见，我们将只 
讨论两个空间作乘积的情形，但我们强调一下所有的结果（与证 
明！）对于有限乘积也一样能通过.事实上， 由于； 

XA 显然同胚于关于有限乘积的结果 
可以丛关于两个空间乘积的结果运用归纳法而得到， 

按照 p 1 ( x ，^) = x f P 2 ( x ^)~y 而定义的映射 Pi : X xY -* X , 
P 2 : XxY - Y 叫作投影.乘积拓扑可以用投影来刻划如下. 

( S .12) 定理 苦 Xxy 具有乘枳拓扑，则投影为连续开映 
射. 乘积 4 c 扑是 Xx Y 上使两个投影都连续的最小的柘扑， 

证明 设卩 为义的 开集，则 pd ( t /) = t / xy ， 这是乘积拓 
扑中的 开集； 因此 h 是连续的. 同理& 连续.为了要看出，比 
如说， Pi 把开集映为开集只需看 Pi 在拓扑基內的成员上有何影 
响，因为任何开集都可写成拓扑基內成员的幷集. 

= U , 因此乘积拓扑的拓扑基中每个成员 被口 1 映为 X 的开集.同 
理 p 2 也是开 映射 • 

其次，设 XxY 上有一个拓扑使得两个投影都连续.取开集 
u ^ x , vgy ， 幷作 p ^ conp / oo . 这在所给的拓扑之下必 
须是开集.但这个集合正是 C / xF . 因此已给的那个拓扑，包含了 
乘积拓扑內一组拓扑基的全体成员，因此这个拓扑至少与乘积拓 
扑一 样大， ’ 
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往后，毎当提起 XxY 总假定它具有乘积拓扑，幷假定 X 与 
y 都非空.要验证映入乘积空间的映射是否连续只需看这个映射 
与两个投影的迭合是否连续， 

(3.13) 定理映射 XxY 连续，当而且仅当两个迭合 
映# Pl / : z ^ x ， p 2 /: z — y 都连续 • 

证明设 pV 与 p 2 / 都连续.要验证/的连续性，只需说明 
对于 xxY 内的任何形状如 t / xv 的开集， rnuxv ^ 是 2 內的 
开集.但是 

f-KUxvy^ ( Pl /r 1 (to n (p 2 /r 1 (v) 

为 z 內两个开集的交集.因此广 Kt / xv ) 是 z 內的幵集.反之， 
若/连续，则由投影 PuPz 的连续性知道 Pj 与 P 2 / 连续. 

(3.14) 定理乘积空间 Xxy 为 Hausdorff 空问，当而且仅 
当 X 与 Y 为 Hausdorff . 

证明 设义与 Y 都是 Hausdorff 空间.设 ( x !， ％)与 （ x 2 , y 2 > 
为； s：X Y 內不同的两点 • 则或者&年 jc 2 ， 或者义年仏(或二者同 
时成立）：为了明确，设 A 由于 X 为 Hausdorff 空间，可以 
在 X 內找到不相交的开集 I /, 与^/ 2 ,使得只需取 
u x xy 与 i / 2 xy ， 就得到了（^，^^与以^^^的不相交开邻域. 

反之，设 X X y 为 Hausdorff . 对于 X 內不同的两点々， x 2 ， 
取一点幷找出 Xxy 拓扑基內不相交的成员 u ^ v^UiX 

则 C/p f / 2 为心与力在 

兄內的不相交开 邻域. 因此， X 是 Hausdorff 空间. 同理可知 Y 
也是. 

(3.15) 定理 XxY 緊致，当而且仅 当/与 丫都紧致. 

( 5 .16) 引理设 X 为枯扑空问， 设功为 X 的一组 相扑基 .则 
义为 紧致，当而且仅当由功的成员所组成的 X 的任何开复盖必有 
有限 子复盖》 

引理的证明设由功中成员组成的 X 的任何开复盖有有限 
子复盖， 设穿为 义的任何开复盖 • 由于功是 X 的一组拓扑基，殳 
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的每个成员可以表示成功中成员的 幷集. 在这样表达时所用到 
的功中成员构成功的一个子组，记作功\按构造法 

因此，功/是7的一个（由功中成员构成的）开复盖，按假设必有 
有限子复盖.对于这个有限子复盖的毎一个成员选择@內的一个 
成员包含它.这就给出了沒的一个有限子复盖，说明 X紧致.引 
理的另一半是显然的. 

定理 (3.15) 的证明 若 Xx F 紧致，由于投影 
Pl :Xy ： Y~^X, p 2 :XxY-*Y 

都是连续满映射，所以 X 与 Y 都紧致（回忆我们曾假设 X 与 Y 都 
非 空〉. 

其次，考虑定理更为有趣的那一部分:设 x 与 y 都是紧致空 
间，设朵为 xx y 的由形状1/ XV 的开集所构成开复盖，其中 t ; 
是 X 的开集， K 是 Y 的 开集. 我们来证明分有有限子复盖 • 按上 
面的引理，这已足以说明 XxY 紧致. 

取一点 a x , 幷考虑 x x y 的子集{蚵 x y ，给它以诱导拓 
扑.不难验证 


P 2 \{x}xY ： {x}xY-*Y , 

为同胚 • 換句话说，是位于点: c 之《上》，乘积空间內一个 
K 的拷贝（见图 3.2). 所紧致，我们可以找到牙的一个 
有限子组，它所有的成员作幷集时包含将这个有限子 
组的成员记作 


utxvt,ut^v^,^,ut x xv x KMf 

为的是强调它们依賴于^*注意，这些集合的幷集所包含的比 
要多，实际上包含了整个其中 LT* 二 

4-1 
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到现在为止我 rj 只用了 
y 的紧致性.从图 3. 2来看， 

集合 Pxy 是 Xxy 內位 
于夂 內子集 w 之上的一 y 
条.证明的剩下部分是利用 
x 的紧致性来阐明可以用有 
限多个这样的条形复盖整个 
xxy . 集合组 
是 x 的一个开复盖，从中可 
以选出一个有限子复盖，比如说 

U x x,U x z,^,U^ m 

由于 x 是这些集合的幷集，我们有 

Xxy=cc/ J ： ixy)u(t/ X 2xy) u ".u o/'xy). 

但是包含于 

x i x i 

因此，拓扑基內的开集 

Ul •- x VI >,U X 2 x VI ^« . x 

构成沒的一个子复盖.证毕. 

现在可以来证明定理(3.1)，从而完成对欧氏空间內有界闭 
集的刻划.再将定理重述一遍， 

(3.1) 定理 的子集为紧致 ，鸯而 且仅当它是有界闭集 • 
证明 在定理 (3.9) 中我们已经证明欧氏空间的紧致子集为 
有界闭集.反之，设义为五 1 的有界闭集 • 把£"看作是实数轴 
的 n 个拷贝的乘积，幷注意 由于/ 有界，它必然包含于 

[-S, s] x [-S, S] X …X [-S ， S] 

(闭区间 [一 s , s ] 的 n 个拷贝的乘积)，其中 S 为某个正的实数. 
按 Heine-Borel 定理[一 s ， s ] 紧致.按定理 （3.15) 这个区间有限多 
个拷贝的乘积为紧致.因此， X 为紧致空闾的闭子集，按定理 
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(3.5)叉 为紧致. 

结束对紧致性的讨论之前，我们应该提一下定义无穷多个空 
间的乘积空间是可能的，幷且还可以证明任意多个紧致空间的乘 
积是紧致空间.这个结果通常称为 Tychcmoff 定理 | 它等价于 
选择公理，比有限情形的定理 （3.15) 要深刻.关于 Tychonoff 定 
理的 j 羊细论述请读者参照 Kelley [17]. 


习 题 

20. 若 Xxy 具有乘积拓扑，幷且若 zex , Bey , 证 

明 __ _ c 

A X B=~A xIb, iAxB)° = AxB f 

以及 

Fr(A X B) = [Fr(A) X B] U [ A xFr(B)], 

这里 F r () 表示边界. 

21. 若 A 与 B 紧致， 幷且若灰是 jxS 在; sfxy 內的一个 
邻域，试求 A 在 X 內的邻域 t /， 与 B 在 Y 內的邻域 V %使得 

UxV ^ W , 

22. 证明两个第二可数空间的乘积是第二可数的；两个可 
分空间的乘积是可分的. 

23. 证明 [0，1 )X [0，1)同胚于[0，1] x [0, I ), 

24. 设％6又，证明按 

/(x) = (x, y 0 ), S(y) = (x 0 ， y) 

定义的映射 

f ： X-^XxY t g:Y-*XxY 
是嵌入映射（定义如习题 14). 

25. 证明按400 = 0,幻定义的对角映射4 : 欠—％\；^为连 
续 t 幷证明 X 为 Hansdorff 空间，当而且仅当 d(x) 是 XxX 的闭 

%. 

26. 我们知道投影 y 是开 映射， 
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它们也是闭映射吗？ 

27. 设已给可数多个空间•，笛卡儿积 /TXi 的一个 
典型的点可以写成(6, …）. nx { 上的乘积拓扑是使所有 
的投影 PiCx ^^ x ,, 为连续的最小拓扑.从空间 
X ,, X 2 , …的开集造出这个拓扑的一组拓扑基， 

28. 若每个为度量空间， Xi 的拓扑由度量匀诱导，证 
明 

d( X — V- _ 

定义了上的一个度量，它所诱导的正是乘积拓扑. 

29. /7 Xi 的箱 拓扑是 以所有形状如 tAxRx …的集合为拓 
扑基产生的拓扑，其中％为 I 的开集.证明箱拓扑包含了乘 
积拓扑，幷且证明二者重合，当而且仅当除了有限多个之外 ， A 
为平庸拓扑空间（ X 为平 庸拓扑空间， 假如它仅有的开集为 〆 与 

3.5 连通性 

象实数轴、环面这样的空间从直观上看起来是连通的，就是 
说，整个是一块，不难对这个直观的连通槪念下一个严格的定 
义，幷看出它是空间的拓扑性质. 

我们说过了，直观地看，连通就是整个成一块的意思.因 
此， 若 X 是连通空间，幷且若我们把 X 写成两个非空子集的幷集 
A \ jB , 则我们期望 A 与 S 或者相交，或者至少在 X 內是紧挨着 
的. 数学化地表达出来就是要求 

a n b, a n~s 

之中至少有一个 非空： 換句话说，或者 A 与 B 有公共点；或者 B 
的某点为 A 的极 限点； 或者 A 的某点为 B 的极限点.例如，若将 
闭区间 [0,1] 分解为 [0,1/2) U [1/2,1], 则点 1/2属于 [ 0, 1/2) D 
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[ 1 / 2 , 1 ]. 

(3.17) 定义枯扑空间 X 是连通的，假如当它$解成为两个 
沣空子集的并集 aU 0 对，则又 ns 今:，，或 Ani 卑 〆 • 

(3.18) 定埋实数轴是连通空间. 

证明设 /?= aus ， 其中4与5非空，幷且乂 nB=〆 .我 
们来证明乂的某个点为 s 的极限点，或 B 的某点为 A 的极 限点. 
取幷且不失去普遍性可以假设 a < fc . 设: V ：为 A 內小 
于&的点全体所构成的子集，幷令 S 为 X 的上确界.点 s 可能属 
于乂，也1能不属于但是，若 S 不属于 A ， 按上确界的定义 
s 必然在 X 內.将这两种可能性分开考虑.若 s 属于 A ， 则 5 < 
b , 幷且由于 s 是 X 的上界， s 与&之间的点全都属于从而 
s 是丑的极限点*若 s 不属于 A ， 则由于 s 必属于 
B . 上面我们已经指出过在这个情形_5为 A 的极限点，因此我们 
已经证明了或者 歲者 A C \ B ^0, 

拓扑空间的子集叫作是连通子集，假若给以诱导拓扑时它成 
为一个连通空间.我们称实数轴的子集 夂是一 个区间，假如，对于 
任意两个不同的点—切大于 a ， 小于&的点都属 
于 X . 这其实就是通常的区间槪念：它包括了开区间、闭区间、 
半开区间、或在某一端伸向无穷的区间.我们的直观提出很强的 
暗示说，区间应是实数軸上仅有的连通子集.所有其它子集都有 
‘间隙％从而分成了好几块. 

(3.19) 定理实数轴上的蚌空子集为连通，当而且叙当它是 
一个区间. 

证明定理 (3.18) 的证明很容易适应于求证任何区间是连通 
的.若 X 不是区间，则可找到点 a , 以及不属于 A ： 的一点满 
足令4为 X 內小于 p 的点所构成的子集， B ^ X - A . 
由于 P 不在 X 內，一点若属于 A 在 X 內的闭包，$必定小于 
一点若属于 5 在 X 內的闭包，则必大于 P , 因此与 
都是空集， 尤不 连通， 
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连通性的定义可以用多种方式来陈述. 

(3.20) 定理 对于空间X，下列条件是等价的： 

00 X 连通， 

< b ) X 内同时为开集与闭集的子集只有 X 与空集. 

( c ) 义不能表示为两个不相交沣空开集的 并集. 

( d ) 不存在连续满映射从 X 到一个多于一点的病散枯扑空间 
上去 • 

证明我们证明 （ a ) 今（1>)今 ( O 今 ( d ) 今 ( a ). 设 X 连通，幷 
设人为 X 的旣开又闭的 子集. 若£ =久一圮则5也是旣开又闭 
的.由于 A 与 B 都是闭集，我们有又二 A ， ~B^B , 这就得到 

Af] B = Afi^~Ar\B = 0, 

但X是连通的，所以 Z 与 B 之一必须为空集，另一为整个空间. 
这就证明了 （a) 今 (b). (b) 今 （O 是显然的. 

其次，设 (c) 满足，设 y 为离散空间，至少包含两点，幷且 
设/:夂― y 为连续满映射，将 y 写成两个不相交非空开集的幷集 
u (\ v , 则 x=(ric/)u(/-no, 与 （o 矛盾！ 

剩下只需证明 （d) 今 (a). 设空间X满足 （d)， 幷设X非连通. 
将 AT 表示成乂 UB， 其中 乂与万 非空，幷满足 

Af]B = Af]~B = 0, 


注意，这时4与石都是开集，例如， S 是闭集" X 的余集 • 我们定 
义从夂到实数轴上的子空词{一1， 1} 的映射/按照 

r - i , 当 

/⑺二 

I 1，当 

则/是连续满映射，与 x 满足(句矛盾！ 

一个连续映射应当不至于把空间撕裂成几块(就是说，将连 
通空间映为非连通空间)：我们预期的结果是连续映射应保持连 
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通性. 

(3.21) 定理 连通空问的连埃象是连通空 R . 

证明 设为连续满映射，幷且设/连通.若 A 为 Y 
內同时开与闭的子集，则'/- 1 (4)在 X 內同时为开集与闭集，由 
于 X 连通，广 KA ) 必为整个 X 或空集(按定理 (3.20) 的 （ b )). 
由于/是满映射， A 必然为整个 Y 或空集， 

(3.22) 系若为同胚，则 x 连通，当而且仅当 y 
连通.簡单地说，连通性是空问的 4 s 扑性质. 

(3.23) 定理 设 X 为枯扑空间， Z 为 X 的子集. 若 2 连通， 
并在 •^内 铜笨， 则 X 连通. 

证明 设 A 为 X 內的一个旣开又闭的非空子集.由于 Z 在 X 
內稠密，2必定与 X 的任何非空开集相交，从而 
Af\Z^ ： 0 t 

于是旣是 Z 的开集又是闭集.由于 Z 连通，我们有 
Af] Z~Z f 

也就是，因此； = 给出这正是所 

需要的. 

_ (3.24) 系若 2 是 枯扑空 的连通子集，扦 JL 若 
则 y 连通.特别， Z 的闭包 I 连通. 

证明 注意 Z 在 y 內的闭包是整个 r , 然后对于空间对 
y 用定理 （3.23), 

_我们还需要一个术语•若乂与 b 是空间 x 的子集，幷且若 An 
万为空集，则我们说乂与 s 在 x 內是互相分 离的. 

(3.25) 定理 设殳是 空间义 的一组子集，它们的幷某是整个 
若殳的 每个成员是连通的，升且殳的任意两个成员在 X 内都 
不是互相分爲的，则 X 连通， 

证明 设 A 为 X 內旣开又闭的子集•我们证明 A 或者 为空 
集，或者为整个％.沒的毎个成员连通，因此，若 Z 6 殳 ，则20 A 
或者为空集，或者是整个 2* 若对于一切 Ze 殳有 = 〆 ，则 
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A 二 〆 .另一种可能性是我们能找到某些 z ^ g , 

也就是设州是沒內的任意一个另外的 成员. 若灰 nA = 
〆 ，则#与 2 在夂內 是互相分离的 （因 为， 研蕴涵兩 g 
u, 幷且由于 X—A 为闭集，我们有# gX—A. 然后将这 
个结果与 A 合起来看）.但是按假设朵的任何两个成员 
在 X 內都不是互相分离的.因此， T ^ cA , 对于一切 we 朵，从 
而乂 = u Sf ~ x t 

( 3 . 2s ) 定理若 x 与 y 是连通空问，则乘积空问 x x y 是连 
通的. 


证明若 x 为 x 的任意一点，则义 x y 的子空间 { x } X y 是 


连通的，因为它同胚于 y. 同理, 
对于任意一点 9€ y ， 子空间 xx 
{灰}是连通的.然而与 
^^{…有公共点^力，因此 
Z{x,y)= ({x}xr) u (X X {i/}) 


连通（运用定理 （3.25) 于空间 
z (X, y) ) . 又由于 


XxY-- 


y /( •、外 



图 3.3 


幷且任意两个2 ( JC , J /) 相交，再一次用定理 （3,25) 便知 Xxy 连 
通，图 3. 3说明了证明大意. 

从这个结果立刻知道维欧氏空间是连通的，因为它是实 
数轴 n 个拷贝的 乘积. 其次，考虑 £” + 1 内的单位球面心，7!>；1. 
如果我们从除去一点，则得到同胚于的一个空间 • 但当 

时，除去一点的 *5" 在 S 1 * 內的闭包是整个5 1 ".因此，按定 
理 (3.23) 当时以为连通空间 • 又环面可以看作因 
hH ; 也是连通的. 

应当指出，若乘积空间连通，幷且，若 xx y 非空， 
则因子 x 与 y 必然是连通的 • 这是由于投影为连续 映射. 


67 




若一个空间不是连通的，则它分裂为一些连通块的幷集，其 
中任意两个是互相分离的.我们称这些连通块 为连通分支. 更正 
式一些说，拓扑空间 X 的连通分支就是它的极大连通子集_ 

(3,27) 定理枯扑空间的连通分支为闭某，不同的连通分支 
在空间内是互相分离的， 

证明_设匚为 X 的一个连通分支.则 C 为连通的，因此按系 
(3.24), "5 ■也是连通的 • 由于 C 是 X 的极大连通子集，故必有 
C 二万， 

即 c 为闭集_若 D 是;5：內另外一个连通分支，幷且，若 D 与 C 在 
X 內不是互相分离的，则按定理 <3.25), CUD 为连 通的. 这与 
C ( C ) 的极大性 矛盾！ 

注意拓扑空间內的任何连通子集必定包含在一个连通分支 
中.因为若 AeX , 幷且若 A 连通，定义 C 为 X 內一切包含 A 的 
连通子集的 幷集. 则按定理 (3. 25>,这个幷集是连通的，幷且由它 
的构作方式知道是极大的 • 因此， C 是包含 A 的一个 连通分支， 

举一两个例子帮助直观想像. 

例子 

1. 连通空间，比如环面，就只有一个连通分支 • 另一个极 
端是离散拓扑空间，它的每一点是一个连通分支， 

2. 石 1 一以有三个连通分支，即（一 co ,_ i ) , 《一 ，以及 
(1,00). 当时空间五” +1 -5"有两个连通分支，由拎|>1 
与 M < i 给出. 

3. 全体有理数 Q 在实数轴上所构成的子空间以它的每一 
点为一个连通分支 • 注意 Q 不是离散空间 • 象这祥，每个点都 
是连通分支的空间叫 作完全不连通空间. 

习 超 

30. 设/由 平面上所有的那种点构成，它们至少有一个坐 
标是有理数 • 证明/作为平面的子空间是一个连通 空间， 
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31. 给全体实数以余有限拓扑.这个拓扑空间的连通分支 
是怎样的？对于半开区间拓扑回答同一个问题. 

32. 若 X 只有有限多个连通分支，证明每个连通分支同时 
为开集与闭集.试找出一个拓扑空间，它的任何连通分支 都不是 
开集. 

33. (介値定理). 若 P 为连续映射，满足/(幻 
<0, /(&)>0,利用1>3]的连通性证明存在一点 [ aj ], 使 
得 /( O =0. 

34. 空间 X 叫作 局郡连通， 假如对于任意以及 x 的 
邻域 t /， 有 x 的连通邻域 V 包含于 [/. 证明任何欧氏空间，从而 
任何局部为欧氏空间的拓扑空间（如曲面）是局部连通的.取 

x ={0) U {1/ 小=1,2，.“}， 

证明作为实数軸的子空间 X 不是局部连通的， 

35. 证明局部连通性为同胚所保持，但不一定为连续映射 
所保持. 

36. 证明 X 为局部连通，当而且仅当 X 內毎个开集的连通 
分支为开集. 


3.6 道路连通性 


拓扑空间 X 內的一条道路是指一个连续映射 V :〖0, 

点 v ( o ) 与 y ( i ) 分别叫作道路的起点与终点，幷且我们说 y 连结 
KO ) 到 y ( l ). 注意若定义作 
y - i ( t )= y ( l -0, 

则 f 1 是 X 內连结 Hi 〉 到 y (0) 的一条 道路， 

(3.28) 定义 空间叫作是道路连通的，假如它的任意两点 
可 以用一条道路连结. 

若 y 是义內 的一条道路，幷且若是连续映射，则 
迭合映射 
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[0,1] 二 X 丄 T 

是 y 內一条 道路. 从这里可以很淸楚地看出若心为同胚， 
x 为道路连通的，则 y 也是道路连通的.換句话说，如同紧致性 
与连通性，道路连通性也是空间的拓扑性质. 

道路连通空间总是连通的，但其逆不眞•我们常常要假设所考 
虑的空间是道路连通的.在许多情形，比如说讨论空间的基本群 
时，加上这种假设是完全自然的，因为基本群是利用空间中的道 
路构造出来的. 

(3.29) 定理 道路连通空问是连通的. 

证明设 X 为道路连通空间，幷且设4为 X 的一个旣开又闭 
的非空集合.设若 A 不是整个夂，选取 A ， 幷且， 
用 X 的道路 y 连结 x 到 y . 则厂 1 ( A ) 是区间 [ o , l ] 內的一个非空 
眞子集，幷且，由于/的连续性，它是旣开文闭的.这就与 [0,1] 
连通的事实矛盾.因此， A 年 X 的前提不能成立，我们有4 = /， 
这正是所需要的. 

注意对于空间 X 內的点2,若道路 a , (3 分别连结 x 到 y , 
与々到2，则按 

'a (20, 0^t^l/2, 

y ( t ) = 

.卿一1)， 1/2«1 

而定义的道路 y 连结^到 

(3.30) 定理 欧氏空间内的连通开臬是道路连通的. 

证明 设 I 为的连通开集.对于 xex ， 令00表示在 
x 內可以用道路连结到 r 的点所构成的集合.我们的目的是证明 
U ( X )= X . 由于 [/ 00显然是道路连通的，这就使定理得以证 
明.设 rGt / 00,幷取以 々为 中心整个包含 在义內 的球体5.若 
则在 X 內可以用道路连结 z 到 X ，因为，我们可以在 B 內 
用直线段连结 2 到 V ，接着用 X 內的一条道路连结夕到欠.因 
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此，5包含在 U (幻內，由此看出 f / (幻是 X 內的 开集. 又 U ⑻ 
在 X 內的余集是子集组 { t /( y ) IyG X—U ( x ) }全体成员的幷集，从 
而也是开集，于是 U ( x ) 

也是 X 的闭集，由于 X 
连通，幷且 U ⑷非空 
(它至少包含点 A ，我们 
有 t /( x ) 二 X . 

前面曾提起连通空 
间不一定道路连 通：图 
3. 4给出平面上具有这 
种特性的一个紧致子空 m 3.4 

间，定义 

y ={( o , y ) e £ 2 i - i ^^^ i }, 

Z ~\ ix , sin-^je [ 2 |0 <d 

幷且令作为 [0,1] 在一个连续映射之下的像， Z 是连 
通空间.不难验 i 正，2在£ 2 的闭包恰好是；(：，所以 X 是连通的， 
为了证明 X 不是道路连通的，我们将证明不可能用义內的道路连 
结 y 內的一点到 z 內的一点.设 yey ， y :[ o ， i ]— x 是以 々为起 
点的一条道路 • 由于 y 是&的闭集，它必是 x 的闭子集，从而 
广 MY ) 在 [0,1] 內为闭集.而且 y — 1 00肯定是非空的（它包含了 
0) ，所以，如果我们能证明它在 [0 ， ]] 內为开集，就将有厂 * ( y ) 二 
[ 0,1 ] 或 y ([ 0，1 ]) ,于是达到预期的目标.设 1 6广 1 ( Y ) ，取 s > 
0足够小，使得 y((t — s ， t + s )) 包含于以 y ⑴为中心，1/2为半径的 
闭圆盘 乃內. 这个圆盘与空间 X 的交集包含#轴上的一个闭区 
间，以及曲线# = sin (7 r/JO 的一些小段，这每一段同胚于一个闭 
区间 • 不仅如此，这些小区间之中的任何两个在 Df | X 內是互相 
分离的 • 因此，>0门7是的一个连通 分支， 由于 y ( t)G 
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DflY , 而 （ t—M + O 连通，所以 y ( G - e , t +0) 必然整个包含在 
內， 这就证明了 r^y) 是 [o,i] 內的开集，从而证明了； c 
不是道路连通的. 

空间 x 的道 路连通分支 (类似于连通分支槪念）定义作 x 內的 
一个极大道路连通子集.每个道路连通分支是连通的，因此包含 
在一个连通分支之內.但是，一般来说，各个道路连通分支幷不 
是互相分离的，也不一定是闭集.例如，在图 3.4 中所给出的空 
间內，道路连通分支是它们不是互相分离的，幷且 z 不是 
闭集* 

习 题 

37. 证明道路连通空间的连续像是道路连通的， 

38. 证明当 n > 0 时心 是道路连通的. 

39. 证明两个道路连通空间的乘积是道路连通的. 

40. 若 A 与 S 是空间內的两个道路连通子集，幷且若 AflB 
非空，证明是道路连通的， 

41. 试找出某一空间內的一个道路连通子集，它的闭包不 
道路连通， 

42. 证明任何平庸空间是道路连通的》 

43. 空间 X 叫作局部道路连通，假如对于每个以及 
x 的每个邻域有 x 的道路连通邻域 V 包含在 LT 內. 图 3 . 4中 
的空间局部道路连通呜？将空间 

{ 0}U { l / njn = l , 2 ,-} 

转变成平面上的一个道路连通，但不是局部道路连通的空间， 

44. 证明连通，幷且局部道路连通的空间是道路连通的， 
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4 .拈合空间 

4.1 M3bius 带的制作 

许多有趣的空间可以按下面的方式造出来.从一个很简单的 
拓扑空间 X 出发，把 X 的某些点粘合起来而得到一个新的空间. 
我们以前已经这么作过：在第一章中曾制作过各种曲面，那里我 
们指出怎样从一个长方形出发，适当地将长方形的边粘合而得到 
Mdbius 带、环面以及 Klein 瓶 . 现在我们要比较详细地说一下 
Mobius 带的构造，幷且要解释怎样利用正方形的拓扑使 Mobius 
带成为一个拓扑空间.这样定义的 Motius 带就是粘 合空间 的一 
个例子. 

这种构作方法的推广将在 4. 2节给出.就是说，将长方形以 
一个任意的拓扑空间 X 代替，利用 X 的拓扑，使 A ： 粘合某些点之 
后的集合成为拓扑空间. 

制作 Mobius 带时，我们把一个苌方形扭转半周，然后将对 
边粘合，首先需要把这个手续转述成精确的数学语言*作为长方 
形 R , 取耵內满足的点 ( W ) 所构成的子空 
间，要描述把 A 扭转半周后使铅直的两个对边粘合，我们将 R 划 
分为互不相交的非空子集，使得两个点在同一子集內，当而且仅 
当它们将粘合在 一起. 将这每个子集当作 M 6 biM 带的一个点， 
就得到所需要的粘合. R 的划分是： 

( a ) 由形状如 (0, 於 ，（3,1 —妁的一对点所构成的集合，其中 

(h ) 单个的点0：,力， 0< a :<3,0^ y < l , 所构成的集合. 

于是得到了一个集合 M ， 它的点就是在以上划分之下 P 的子 
集,将 R 的每一点对应于划分中它所属的子集，就得到把只映满 
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M 的一个自然的映射 JT . M 上的粘合拓扑定义作使? r 为连续的最 
大的拓扑.在这个拓扑之下， M 的子集0为开集，当而且仅当 
在长方 形只內 为开集 • 






看一看图4,1,就知道我们得到的是什么样的开集.将 M 的 
点按通常的方式表为 p 的子集，以 L 表 示尺的 两个铅直边在 7 T 
之下的像.用及 * 表示及减去两个铅直边，则 r 限制在只*上为 
—对 一 ， 幷且是与 M — L 之间的 同胚. 因此， M—L 內各点 
的邻域可说是完全淸楚的：它们只不过是只*內点的邻域在 n 之 
下的像 • 若 P 在线段 i 上，则^ ^( P ) 包含两个不同的点，分別位 
于 P 的两个铅直边上，即形状如 （0,10; <3,1 — y ) 的两个点.在 
R 內，以 （0， i 0 ,(3, l _ y ) 为中心，相同半径的两个半圆共同构成 
的集合被 a 映为点 P 在 M 的粘合拓扑之下的一个开邻域（若 p 为 
i 的端点，则应是及内的两个等半径的四分之一圆共岗构成的集 
合，被 a 映为 P 在 M 內的一个开邻 域）. 注意，如果只取一个半 
圆，则它在从內的像不是点 P 的邻域，幷且不是开集 ，因此 ，兀 
不是开映射. i 的点在 M 6 bius 带內絲毫也不显得特殊；在粘合 
拓扑之下它们与 M 所有其它的点具有同样的邻域.事实上，不难 
检验这个粘合拓扑与在集合 M 上所诱导的拓扑重合. 

我们把 M 形象地描绘成£3的子集只是为了方便 • 値得着重 
指出的是在本节中作为粘合空间而定义的 M 6 M Ua 带完全是抽象 
的，不依賴于看作欧氏空间子集的特殊表示， 

4.2 粘合拓扑 

设 X 为拓扑空间，殳为 X 的一族互不相交的非空子棄，使得 
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U 逆二这样的一个族殳叫作 x 的一个划分.按照下述方式造 
一个新空间 y， 叫作粘合空间. y 的点是矽的成员，幷且若^ 
x—y 将 x 的每点送到所属的殳中成员，而 Y 的拓扑是使兀为 
连续的最大的拓扑，于是， y 的子集0为开集，当而且仅当 7—(0) 
在 x 为开集.这个拓扑叫作 y 上的粘合拓扑.我们可以把 y 看作 
是从空间 x 出发,把属于殳的毎一子集粘合为一点而形成的空间. 

在4,1节中构作 Mobius 带的手续是现在粘合空间的一个特 
例.下面我们还要给出另外儿个例子，不过先要证明几个关于粘 
合空间的一般结果.首先是一个可用于检验以粘合空间为定义域 
的映射是否为连续的结果. 

(4.1) 定理 设 y 为如上定义的粘合空间， z 为任意拓扑空 
间.则映射 z 连续，当而且仅当迭合映射 z 为连 

续. 

证明设 c / 为2的开集.则 /- uf /) 为 y 的开集，当而且仅 
当 jr-VZ-Vl /)) 为义的 开集，也就是，当而且仅当一 ut /) 
为X的开集. 

设广 x - y 为满映射，幷且设 y 上的拓扑是使/为连续的最 
大拓扑，则我们称/为粘合 映射， 其理由如下.任何映射 
Y 给出 x 的一个划分，以子集{/一 1 ^/)}为它的成员，其中 
设 y* 为相应于这个划分的粘合空间， ^： x -* y ^ 为相应的映 

射. 

(4.2) 定理 若 /为粘 合映射，则： 

(a) 空间 y 同胚于空问V%; 

.( b ) 映射为连续，当而且仅当迭合映射5/: X — 2 
连续. 

证明 由于 y 具有使/连续的最大拓扑， （h) 的证明恰如定 
理 （4.1). y* 的点是集合{广 1 00}, 其中 yd 定义 
为 A({/ _1 (y)}) =j/, 则 A 为-对应，幷且满足 

hn=f ， h~ l f=7i t 
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按定理 （4.1 )，h 为连续， 幷且由（1>)，为连续.因此， ft 为 
同胚. 

(4.3) 定理设 Y 为连续满映射.若/把 X 的开集映 
为开集，或闭集缺为闭集，则/为粘合映射. 

证明设/把开集映为 开集， 设 U 为 Y 的子集，使得广 W ) 
为 X 的开集 • 旣然/是满映射， f ( f ~ HU )) = U f 因此，在 y 的 
已给的拓扑之下 U 必为开集.所以这个拓扑是使/连续的最大拓 
扑，/是粘合映射.闭映射情形的证明类似* 

(4.4) 系设 y 为连续满映射.若 X 为紧致， y 为 
Hausdorff , 则/为粘合缺射 • 

证明紧致空间 X 的闭集为紧致，从而它在连续映射/之下 
的像为7的紧致子集.但 Hausdorff 空间的紧致子集为闭集•因 
此，/把闭集映为闭集，我们可以用定理 （4.3) 导出需要的结 

论. 

我们将用定理 (4,2) 与系 （4.4) 来比较同一拓扑空间的不同表 
述.先看环面的两种不同的构作方法. 

环面取 X 为£ 2 的单位正方形 [(Mix [0，1]，配备以子空 
间拓扑，将 X 划分为下列的子 集组： 

(?) 四个顶点所构成的集合 {(0,0),(1,0) ,(0,1> ,(1 ， 1)}j 
( M 由一对点 ( L 0) , (^>1) ,0< x <1, 所构成的集合 ？ 

(c ) 由一对点 （0, j 0 , ( l > y ) r 0< l /< U 所构成的集合 j 
((1)单个点（^)，0<丈<1， 0< y < i , 所构成的集合 • 

所得到的粘合空间就是环面.另一个同样常见的、描述是说环 
面乃是两个圆周的拓扑乘积 hxP . 如同寻常， ① 表示平面上的 
单位圆周 .把々 的点看作是复数，定义映射/: [0,1] X [0,1]- 
心 X & 如同/( X ,#) 则由/的反像所构成的 

[0,1] X [0,1] 的划分恰好就是上面所给出的，按系 （4.4) /是粘 
合腴射，因此，环面的两种描述是同胚的_ 

锥形构造我们的目的是定义任意拓扑空间 X 上的锥形，从 
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ATX / 出发，令 CX 为相应于下列划分的粘合 空间： 

( a > 子集 XX {1 

( b > 由单个的点 ( x , f ) 所构成的集合， x 三 X ， 0< t < l . 

C 7 X 叫作 X 上的锥形.直观地看，我们将 Xx / 的顶部捏（粘合） 
成一点，这个点就是锥形的尖顶. 

若 X 是某个欧氏空间 £" 的紧致子集，则有更为自然的作 
法. 将包含于 £ fl +1 內作为最后一个坐标为0的一切点，令 
y 表示的点（0,0,*“，0，1).定义 X 上的几何锥形为£" +1 內 
可以写成如十 （1 一 OA 形状的点所构成的集合， 

因此，几何锥形由联结点 " 与 X 的点的一切线段所构成. 

(4,5) 引理 X 上的兀何锥形同胚于 

证明 令 — 而定义从 XxJ 到夂上 的几何 
锥形的映射 /. 则/为连续满映射，幷且 / Oc ， t)=/(f J ')， 当 
而且仅当或者 = 或者 i = r = l , 因此，/所诱导的 

m 的划分恰好是从属于粘合空间的划分.由于 X 紧致， 
故 Xx / 也紧致，而几何锥形由于是五〜 1 的子集，当然也是 
Hausdorff 的.因此，按系 (4.4) /是粘合空间，所要的结果可 
从定理 （4.2) 的 （ a ) 部分得出， 

粘合空间 设为 n - 维欧氏空间內的单位球体， 
为 B " 的边界.考虑 B ” 的下列划分，其成员为 
( a ) 集合 

(b > 丑 "一心內的单 个点. 

相应的粘合空间通常记作—般，如果以任意空间 X 代 
替以 X 的一个子空间 Z 代替 ■ S - d , 则 X / M 表示 X 将子空 
间 A 粘合为一点所得的粘合空间，注意，按照这种记法， CX 为 
Xx//Xx{l}. 

我们说 B n / S -^ 同胚于 《 S «. 这不会令人惊奇.以 n = l 为 
例， 这时我们所说的是将 [ — 1,1] 的端点粘合就得到一个同胚于 
圆周的空间，要绐出一个正式的证明，我们只需造出一个满映射 
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它在 V - i 上为一对一，幷且将粘合为一 
点.按系（4.4)，这个映射将是一个粘合映射，于是定理 （4.2) 给 
出所要的同胚 . /可以构作如下|我们知道^同胚于5’ 一 5«_1以 
及以 一{ P }，这里 PG & 是任意一点.取定间胚 
A 2 :£»^»-{ P }, 幷定义 

f(x)=z\ 

U 当 

f 的连续性不难验证， 

焊接引理 设为某拓扑空间的子集.给 x ， y 与 xuy 
以诱导 拓扑. 若 z 为两个映射，假设它们在 x 与 
y 的交集上重合一致，我们可以定义 


f[}g\X[}Y^Z 


如同当 f \ Jg ( y ) = g { y ), 当 •称 

/ U 々 是把/与 g “焊接起来”而形成的，下面的结果使得我们 
能在一定条件下从/与0的连续性导出 / U 0 的连续性. 

<4.6)焊接引理若 x 与 y 在 xuy 内是闭集，抒且若/与 
5都连续，则 /U 5连续. 

证明 设 C 为 Z 的闭集.则 /—( C ) 为 X 的闭集 （由 /的连续 
性)，从而在 xuy 內为闭集（由于 x 闭于 xuy ). 同理， g ~ HC ) 
闭于 xuy . 但是 

(/ U g )^ CC ) = f -^ C ^ [j g ~^ C) t 

从而 （/ UffrKcy ^^ xur . 这就 证明了 / U 3 连续. 

焊接引理中的条件如果換为 x 与 y 都是 xu y 的开集，结论 
仍然成立.我们对 闭集来 陈述是因为这个情形最有用 • 如果对 x 
与 y 不加任何假设，则引理当然是不成立的， 

我们将要看到，焊接引理可以用粘合映射来陈述，可以解释 
成定理 （4.3) 的特別情形 • 为此，先引入两个空间的 无交幷 AT + 
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y , 以及映射 xuy ，/ 限制在父或 y 上时，均为含 
入映射.这个映射对于上述目的是重要的，因为： 

( o 它 连续； 

(b )迭合映射 < fU 9) j：X + Y-*Z 为连续，当而且仅当/与 
9 为连续， 

将 （ b ) 与定理 （4.2) 的 （b ) 相结合有下列结果： 

(4.7) 定理若7‘是一个粘合映射，并 JL 若 /: X ^ Z 与 fY 
都连续，则 

f \ jg \ X {} Y-^Z 

连续. 

焊接引理是这个结果的一个特别情形，因为如果 X 与 Y 都在 
內为闭集，则7_将闭集映为闭集，从而按定理（4.3)，/ 
为粘合映射. 

若是坫合映射，则 XU Y 可以看作把无交幷 X + Y 內 X 的 
某些点与 Y 內的点粘合而得到粘合空间.在这种情形下，我们常 
说 xuy 具有粘合 拓扑 ： xu y 的子集 a 为开（闭）集，当而且仅 
当 a n x 与 a n y 分别为 x 与 y 的开（闭）集， 

定理 (4,7) 可以推广到任意幷，设 x a ， A 为某一拓扑空 
间內的一族子集.给每个 X -，以及幷集 LP ^ 以诱导拓扑.设2 
、为任意拓扑空间，设对每个已给映射使得对 
于 a ,)3 eA 有 

将这些/,焊接而定义映射就是说 F ( x > = / 0 ( X ), 
当设 @ X a 表示空间的无交幷，设 7 H—UA 
是那样一个映射，它限制在每个上为含入映 

射. 

(4.8) 定理 若 / 为粘合映射，丹且若每个九连续，则 i 7 连 

续. 

证明 注意连续，当而且仅当毎个八连续， 
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幷运用定理 （4.2) 的 （ i >>. 

3 如前，当/为粘合映射时，我们 

说具有粘合拓扑.如果只有有 
限多个而且每个 

1 3 的闭集，则自动地具有粘合拓 

扑.若的数目为无穷，则必需谨 
愼，图 4. 2表示平面上一族无穷多个 
匕 * S I ~ i 闭区间.它们的幷集给以子空间拓扑 
m 4.2 时，很淸楚是同胚于圆周的空间，但 

粘合拓扑却给出一个同胚于实数轴非 
负部分的空间（将标号 TI 的区间映为 [ n — 1， n ]). 

射影空间我们给出 n - 维实射影空间的三种描述.定理 
(4.2) 与系 （4.4) 可用来阐明这三种说法所得到的是同一个空间. 

( a ) 取 £”+ i 內的单位球面 S "， 把它的点划分成子集，每 
个子集恰好包含两个点，即上的一对对径点（一条直径的两 
个端点).由此而得的枯合空间就是简单地说， i 3 * 是从心 
通过粘合对径点而得到的， 

(10从£» + 1 — {0}出发，两个点将被粘合在一起，当而且 
仪当它们位于同一条过原点0的直线上(注意上的对径点具 
有这个性质)》 

(c ) 从单位球体出发，将边界球面上的对径点坫合《 

貼附映射作为粘合空间的最后一个例子，我们正式地定义 
利用连续映射把一个拓扑空间贴附到另一个空间上去的槪念. 

设乂，了为空间， A 为 Y •的子空间， /: A — X 为连 续映射 • 
我们的目的是要利用/将，贴附于 X 而形成一个新的空间，记作 
^ u f Y , 从无交幷 x + y 出发，定义一个划分，使得两点属于同 
—个子集，当而且仅当它们在/之下粘合，确切地说，划分的成 
员为： 

( a ) 点对 { a ，/( a )}， 其中 
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( h ) y — a 內单个的点； 

( c ) x —/04) 內单个的点. 

相应于这个划分的粘合空间就是 xufy ， 映射/称为贴附映 

射. 

在很多应用之中， y 是一个球体， a 是它的边界球面.考虑 
第1章中说过的关于射影乎面 (2 -维实射影空间）的描述，基本的 
思想是通过焊接边界圆周的办法把圆盘贴附到 MSbius 带上.现 
在可以使这个想法精确化.设 M 为 M 5 bius 带， D 为圆盘.选定 
乃的边界圆周与 M 的边界之间的一个同胚 A ，幷作出粘合空间 
所得的结果就是 i 32 ， 幷且(我们将在第7章中看出）最 
后结果与 A 的选取 无关， 至于这种描述与‘射影空间’一款里所给 
的描述之间的一致性则留给读者自己去考虑了《 

最后再补充一点：若 Y 是从 Z 得来的粘合空间，则 Y 是 X 在 
连续映射之下的像，因此，因袭了 X 的某些性质如同紧致性、连 
通性，道路连通性，不过， X 可以是 Handorff 的，而7却不满 
足 Hausdorff 公理.作为一个例子，取 X 为具有通常拓扑的实数 
轴，划分 X ，使得实数 r 与 s 属于划分的同一成员，当而且仅当 
r 一 s 是有理数，请读者验证相应的粘合空间具有平庸拓扑， 

习 m 

1 . 验证在‘射影空间’一款里列举的对 p •的描述确实得出 
同一的 空间. 

2. 如果把 M 6 Mus 带的边界圆周粘合成一点，得到的是什 
么空间？ 

3. 设为粘合映射，设 A 为 X 的子空间，幷且 /( A ) 
给以^的诱导拓扑 • 说明限制后的映射/| A : A -/( A ) 不一定是 
粘合映射. 

4. 沿用前一题的术语，证明若 A 为 X 的开集，幷且/映开 
集为开集，或 A 为闭集，幷且/映闭集为闭集， 
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为粘合映射. 

5. 设 X 为圆周 ( l / n )] 2 + #= ( l / n )% m 二 1，2,3, …的 
幷集，给以平面的子空间拓扑；设 y 为将实数轴的全体整数粘合 
为一点所得的粘合空间，证明 X 与 Y 幷不同胚（ X 叫作夏威夷耳 
环) • 

6. 给出例子说明粘合映射可以旣不开，又不闭. 

7. 描述下列各 空间： 

< a > 圆柱面，使它的每个边界圆周粘合为 一点； 

( b ) 环面，使它的由一个经圆与一个纬圆共同构成的子集 
粘合为一点； 

< c ) 使它的赤道圆粘合为一点； 

( d ) 使它的毎个以原点为中心，半径为整数的圆周粘 

合为一点. 

8. 设 X 为紧致 Hansdorff 空间. 证明 X 上的锥形同胚子 X 
X [1,0) 的一点紧致化. 若 A 为 AT 的闭集，证明 X / A 同胚于 X — 
A 的一点紧致化. 

9. 设为连续映射，设有 X 与 X '的划分殳与 
砂、 使得若 X 的两点属于分的同一个成员时，它们在/之下的 
像属于的同一个成员.若分别为这些划分所给出的粘 
合亨间，证明/诱导连续映射 P ty — y % 幷且若/为粘合映射， 
则 P 也是. 

10. 设&为 內的单位球面，定义—£ 4 如同 

f ( x , y , z ) = ( x ， i - y 2 , xy , xs ) yz ), 

证明/诱导了射影平面在&的嵌入(嵌入的槪念曾在第 3 章的习 
题 14 中定义过). 

11. 证明由 

f ( x f y )~ ( cosx , cos 2 j /, sin 2^ , sinxcos ^, sinjcsiny ) 

定义的映射 

/： [0,2«] X [0, Jr]-*£ s 
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给出 Klein 瓶在 £** 的一种嵌入 . 

12 . 沿用习题 11 的记号，证明若 

<2 十 cosjOcos2y 二 （2 + cosx’ ） cos2〆 ， 

(2 十 cosx)sin2V= (2 + cosx'*) sin2〆 ， 

则 

cosx — cosx r , cos2j/ = cos2j/ / , sin2j/-- sin2t/ / , 

从而导出由 

g(x,y) =r [(2 + cosx)cos2y, (2 + cosjc) sin2y , 

sin i ： cos j/,sin x sin / 

所给出的映射 

9： [0,2 丌 ] X [0, 冗]— 

诱导了 Klein 瓶在內的一种嵌入 • 

4.3 拓扑群 

暂时离开粘合空间的槪念 而考虑 除了拓扑结构之外还有群结 
构的空间 # 一个极好的例子就是圆周&，可以把它看作由绝对 
値为1的复数组成.它的拓扑是从平面诱导来的，群结构就是复 
数的乘法，注意下列两个映射 
5 11 x 

( 群乘积）， 

5 1 * — 

(群內的求逆） 

是连续的，从而拓扑结构与代数结构融洽地配合. 

(4,3) 定义 G 是一个; fe 扑群，假如它旣是一个 Hausdorff 
空间，又是一个群，并且这两个结枸在下述意义之下是相容的， • 
即群的乘积 fn ： GxG -* G , 与群的求逆运算 i ： G -* G 都是连续映 

M . 

这一节大部分篇幅讲例子，包栝矩阵群的例子 • 在 4. 4节我 
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们将回到粘合空间.在那一节我们将定义拓扑群在一个空间上的 
作用，说明这种作用怎样导出粘合空间，幷考虑由此产生的一类 
粘合空间， 

拓扑群的例子 

1. 实数轴，群结构是实数的加法_ 

2. 圆周，如同前面所描写， 

3. 具有离散拓扑的抽象群. 

4. 环面看作两个圆周的乘积空间.取乘积拓扑与乘积群结 
构(两个拓扑群的乘积为拓扑群；见习题13) # 

5. 3-维球面看作四元数空间 H 內的单位球面（作为拓扑 
空间//是£%幷据有四元数的代数结构 ）， 

6. n - 维欧氏空间 • 以记号 i ? 1 ■来强调所考虑的是拓扑群 
(通常的加法作为群结构），而不单单只是拓扑空间 

7. 具有实元素的可逆 nxrz 矩阵所构成的群.群结构来自 
矩阵 乘法. 至于拓扑结构，将毎个 nxn 矩阵 A =( a u O 等同于 
K 的点 

( a u ， …， a 21 ， •“， a 2 n > a zl> ^, a nn ) 

而取诱导拓扑.这个拓扑群叫作 一般线性群， 记作 GL ( n ) ①，将 
在定理(4.12)仔细验证（^00为拓扑群. 

8. 具有实元素的全体 nxfi 正交矩阵组成的 正交群 000， 
Odn ) 的拓扑结构与群结构都从 GX ( n ) 诱导得来.它是 GL ⑼的 
子群（作为拓扑群 )• 0( n ) 中行列式等于+1的矩阵全体构成一 
个子群，叫作特殊正交群，记作 sow ), 

对于拓扑群来说，‘同构 ’与 4 子群’之类的名词需要作些解 
释.这时，拓扑结构与代数结构要同时加以考虑*因此，两个拓 
扑群之间的同构是一个同胚，同时又是一个群同构 • 按照同样的 

① 或以强调矩阵的元素是实敢 • GL (., C ) M 表示相皮的以复歎为元 
索的可逆矩砗所构成 的群， 
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精神， 祐扑 群的芋集叫作子群，假如代数上它构成一个子群，同 
时还具有子空间拓扑，因此，具有离散拓扑的整数全体所成的集 
合 Z 是实数轴 ii 的一个子群.如果作商群 H / Z , 幷给以粘合拓 
扑(相应的对及的划分由关于 Z 的傍系组成），于是得到一个 
拓扑群，同构于圆周.这是因为由定义的映射 f ： R -* 
•5 1 把开集映为开集，按定理 （4.3), 它是一个粘合映射. R 的两 
个点被/粘合为一，当而且仅当它们之差是整数，因此按定理 
(4.2), /诱导了及/2①与&之间的同胚.容易验证这个同胚 
是群同构.作为有关子群与同构的第二个例子，我们转向矩 
阵群.对于毎个⑺ 一 1 )X (n — 1 ) 正交矩阵 A 对应以 nxn 正交 
矩阵 


(: I )， 

表明 0 (n — i > 同构于 0( n ) 的一个子群. 

设 G 为拓扑群， X 是 G 的一个元素，按(扪而定义的 
映射 L a : G — G ， 叫作元素*所确定的左 平移 . 它显然是一对一 
满映射，由于它又是迭合映射 

G-*G x G ■ >G f 
g i-*(x ， g) \-*xg f 

所以是连续的.是 Ac 的逆映射，因此是同胚 . 类似地 
有右平移 G ， 定义作也是同胚， 

这些平移的存在说明拓扑群是具有某种‘齐性’的拓扑空间. 
因为，若^与 jr 是拓扑群 G 的任意两点，则必有 G 的同胚将： c 映 
为 y ， 即平移因此，在 G 的毎点，从局部来看呈现出相 


①遗憾的是这里在记号上发生了冲突， 及 /Z 既用来表示一个粘合空间，它的点 
是 Z 在及中的傍系，又用来表示在空间 R 将子空间 Z 粘合 为一点 所得的空间， 在前一 
种情形，所得的是一个圆周，在后一种情形，是一束无穷多个圆周（即无穷多个画周 
碰在 一点） ，伹是，以后无论在何处，从当时的具体情况考察，总可以辨铒所谈的是 
繇一 种情形《 


85 



同的拓扑构邊. 

(4.10) 定理设 G 为枯扑群，尤为 G 的含有单位无素的连逍 
分支 • 则 K 是 G 的闭正规 子群. 

附记若 G = 0( n )， 则 K = SO ( n ). 这一点以后将证明 • 

证明连通分支总是闭集•对于任何丈€尺，集合化 r-i = 
R x - i ( K ) 为连通（因为 心 - i 是同胚)，幷且包含 e = 由于 

凡是 G 內包含 e 的探大连通子集，必有凡因此， kk ^ 
= K , K 为 G 的 子群. 正规性也从类似的考虑而 得出. 对于任何 
9^ G , 集合成 3 -1 = « ? -4 9 (10为连通，幷且包含 e , 因此， 
gKg -^ K , 

(4.11) 定理在一个连通拓扑群内，单位元素的任意邻域是 
整个群的一组生成元. 

证明设 G 为连通拓扑群， V 为 e 在 C 內的一个邻域.令 
H = < V > AV 的元素在 G 內所生成的子群*若 h ^ H , 则 ft 的邻域 
AV = L h ( lO 包含于//，故 H 是开集.我们说， H 的余集也是开 
集. 因为若9 6 G — H ， 考虑集合若不空，比如说 
则分二仰一 1 ，而*与广 1 都属于 H ， 
从而 矛盾！ 因此的邻域包含于 G — H , 这 
说明 G — H 为开集.由假设 G 连通，故不能划分为两个不相交 
的非空 开集. 由于 H 非空，必然有 G _ H = 〆 ， 即口=//, 

(4.12) 定理矩阵群 CL ( n ) 是; fe 扑群. 

证明设财为具有实元素的 nxn 矩阵全体所构成的集合， 
以八= ( a i } ) 表示 Af 的一个典型的元素.我们可以把 M 等同于 
n 2 维欧氏空间，即将 ( a ,〗） 对应于点 （ a u , a u ， …, a ln ， a 21 ，… t 
a 2 „, a 31 , …， a „„). 这样等同之后就使得 M 具备一个拓扑；我们 
说，关于这个拓扑，矩阵乘积 M 为连续.要看出这 
—点，只需观察熟知的矩阵乘法公式： 若 A =( a "_)， 0=(1^)， 

则乘积的第 i / 个元素是& a ik b hU 现在 M 具有乘积 

t-i 
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空间 txfx … xf ㈦ 个 因子）的拓扑，对于任何滿足14，/ 
^ 我们有投影映射巧厂财― £ S 将矩阵 A 映为它的第 

0’个元素.按定理（3.13 )， m 连续，当而且仅当所有的迭合映 


射 


为连续，但是 

n ij tn(A,B)-^ l a ik b k j 


是 Z 与 丑的元 素的#项式.因此 Aim 连续. 

GL(n) 的成员是财內的可逆矩阵.如果给 GL ⑻以从 M 
诱导的子空间拓扑，则从上面立刻知道矩阵乘积 
GL(n) xGL(n)-*GL (n) 


连续， 剩下只需证明求逆映射 Gi ( n ) 也是连续的•用 
同样的技巧来进行： 

i:GL (n)-*GL (n) cE l x ― X E l 
为连续，当而且 R 当所有的迭合函数 

GL (n) ― ► GL (n ) — l^f , 

为连续_ nffc 与 i 的迭合将任意矩阵 A 映为 A *" 1 的第代 个 元素， 
也即 

x ( A 的第以个余因 子)* 


我们知道 A 的行列 式以教 A 的余因子鄯是 A 內元素的多项式.由 
于 det A 在 GL ( tO 上不等于零，迭合映射 ^fci 为连续》这就完 
成了 GL ⑺）为拓扑群的证明， 

顺便提一下， GI ⑻是行列式映射之下，全体非 
0 实数的 反像， 因此， GL ( n > 不 禾 致 （它是财內的开集），幷且 
也 不连通 （行列式为正的与行列式为负的矩阵划分 GL ( n ) 为 两个 
互不 梓衮的 非空幵 GL ( n ) 有多少个连通 分支？ 
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<4.13) 定理0⑻与 仍⑻为 鱉致. 

证明0⑻由 GL ( n > 中所有经过转置就等于求逆的那种矩 
阵组成，代数上，它是 GL < n ) 的子群.给它以子空间拓扑.为 
了要说明 o ( n ) 紧致，我们证明当 m 等同于£- 2 时，它相应于 
£» 2 內的一个有界闭集. 

设乂€0(«),由于 AA * = J ， 我们有 

2 a H a ki = S ik> 

J - I 

对于的任意一组选择，定义映射财-如 

n 

fik(^)= 2] a H 

/-i 

则 0( n ) 为下列各集合的交集 . 

f i l ( 0 ) f K^ n > 

则作为有限多个闭集的交集， Oh ) 是 M 的闭集， 

至于 0( n ) 的有界性，只需注意条件 

n 

2 a <i = 

/-I 

这蕴含任意正交矩阵 A 的元素满足丨<1,这就证明了 o ( n ) 
紧致. 

50⑻是0⑻的闭集，所以也紧致 • 

注意<?0(2)兰々， 50(3) = PS 这里三指的是拓扑群的同 
构.将表示平面旋转的矩阵 

( cos 9 —sin 9 \ 
sind cos © / 

对应于々的点就得到第一个同构，为了看出第二个同构，将 
&看 作由范数等于1的四元数全体组成，幷注意，在《內关于 
一个非零四元数作共轭，总是诱导了由纯四元数所组成的三维子 


88 



空间的一个 旋转. 这就定义了一个映射 H —{0}— S 0(3)， 事实 
上是一个连续满同态（检验这句话！） . 它的核是及一{0}.将这 
个映射限制在以上给出从 P 到 50(3) 的一个连续满同态，核为 
{ + 1,-1}. 傍系&/{1，一 1} 所构成的集合，配备以粘合拓扑， 
当然是户 3 ,从而有一个连续的同构 P 3 —50(3), 由于 P 紧致， 
而 SO (3) 为 Hausdorff , 这映射是个 同胚. 

习 埋 


13. 证明两个拓扑群的乘积是拓扑群. 

14. 设口为拓 扑群. 若 H 为 f 的子群，证明它的闭包万也是 
子群，>幷且若 H 为正规子群，则7?也是. 

1^. 设 C 为紧致 Hausdorff 空间，幷具有群的结构.证明若 
乘积映射为连续，则 G 为拓 扑群， 

16. 证明0作）同胚于 xZ 2 . 作为拓扑群，二者是否 
同构/ 

设 A , B 为某个拓扑群的紧致 子集. 证明集合 
紧致， 

!§,. 若 U 为拓扑群单位元素 e 的任意邻域，证明存在 e 的邻 
域 V ， 满足 ec /. 

1^. 设 H 为拓扑群 G 的离散子群（即//为子群，幷且当给以 
子空间拓扑时是离散空 间). 找出 e 在 G 內的一个邻域使得 
平移像崦圪互不相交. 

20,若 C 为拓扑群 C 的紧致子集， H 为 G 的离散子群，证明 
为有限集. 

2。证明及的任何非平庸离散子群是无穷循 环群. 

22 y 证明圆周的任何非平庸离散子詳是有限循环群. 

2^ 设 A , 丑 €0(2), 幷且 d e tA =+ l ， detB =- l # 证明 

B 2 =；, 

由是导出0⑵的离散子群或为循环群,或为二面体群 • 
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24, 若 T 为拓扑群的一个自同构 (即了 是一个同肢，同时 
又是群同构），证明对于任何有理数 r ， 有了 （r)=rT(l >, 由此 
导出，对于任何实数*，有 7"(>：)=^r(i) , 从而得知沢的自同 
构群同构于 

2芬.证明圆周的自同构群同构于之 2 , 

4.4 轨道空间 

无穷循环群 Z 可以自然地看作由实数轴的同胚所构成的群. 
每个整数 Z 确定了实数轴的平移 〜 ‘x + n . 

如果考虑矩阵群 0( n ), 则每个矩阵确定 n - 维欧氏空间:的一 
个线性变換.由于 0( n ) 的元素为可逆，幷且由于正交变換保持 
欧氏度量（从而将单位向量变为单位向 量〉, 每个正交变換确定了 
单位球面5 1 " — 1 自身的同胚*正交群在球面上的这一作用与 O ( fi ), 
以及 S "— 1 的拓扑是相容的，意思是说映射 
0(n) xS n ~ 1 -^S n - 1 , 

(A,x) \-*Ax 

为连续.这样， 0( n ) 就如同一个由自同胚所构成的群而“作用” 
在心上. 

如果给 Z 以它的自然拓扑（由及诱导来的离散拓扑)，则这 
两个例子可以纳人下面的一般槪括. 

(4.14) 定义 扣扑群 G ， 叫作如同一个同驻群而作用于空问 
X ， 假如 G 的每个元素讶导了空的一个同胚，满足下列的条 
件: 

(a) hg(x ) 二 h(g(x )) ①对一切 g ， h6G, x^X f 

( b ) e ( x ) = jc 对一切其中 e 是 G 的单位无素, 

( c ) 由 （3， x ) 定义的映射 GxX - X 连续. 

若 < 为空间 X 的一点，则对于毎个 ffGG ， 相的同胚或者 

①群的元素与它庙诱导的同胚用同=个宇母表示《 
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使 X 不动，或者把*映为另一点0(幻，当5在 c 內变动时， 

构成 AT 的一个子集，叫作 X 的轨道，幷且记作 O 0 C ), 两个轨道 
若相交，则必定 重合： 关系当而且仅当有使得 x = 
9 ( y ) 是 X 上的一个等价关系，由它所确定的等价类正好是上面已 
给的群作用之下的轨道.因此这些轨道构成 X 的一个划分，相应 
的粘合空间叫作轨道空间，记作 X / G . 构作 AT / C ； 时，£除以 ’G 
的意思是将 X 的两点粘合，当而且仅当它们相差某一个同胚 
9( x ), 

在上面的第一个例子中，实数^的轨道包含一切*+ «，其 
中因此构作 /?/ Z 时，粘合及的两个点，当而且仅当它 
们差一个整数，幷且正如前一节所说，得到的轨道空间是圆 

周* 

• S '"- 1 上的正交作用是所谓可迁作用的一个例子，就是说，任 
何一点的轨道为整个空间（在这个情形就是整个 S ^ 1 ), 证明是 
不难的.设〜士 ，…， 《„为^>內的标准正交基.对于任 意的： 
• S "- 1 , 造另一个标准正交基，以*为它的第一个向量.若 A 为 
这一组新的标准正交基关于 ei , e 2 , -, e „ 的矩阵，则 A 为正交矩 
阵，幷且这就表明〜的轨道是整个只要是 
可迁的作用》也就是只有独一无二的轨道，当然轨道空间就只是 
一个点 • 

各种例子 

1 . 取前面的第一个例子，使它以自然的方式自乘而得到 
ZxZ 在平面上的作用.一对有序的整数将点 
轨道空间为两个圆周的乘积空 
间，即环面 • 这对于几何地思考这里的群作用很有帮助，过平面 
上坐标为整数的点作水平直线与锆直直线，将平面分成单位边长 
的正方形.群作用将是保持由这些正方形所构成图形的同胚.任 
何一个单独的正方形內包含着每个轨道的点，从而在粘合映射 
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£2_^£2/ZxZ = T 

之下映满了环面，每个正方形的边正好如同通常制作环面 那样被 

芯 粘合. 

2. 我们来看7 2 在》-维球面上的作用，轨道空间将 是 

Z 2 只有两个元素①.从群作用的定义知道单位元素所给出的同 
胚必然是恒等同胚，至于生成元（即那个非单位元素），则我们要 
求它是对径映射，即将 S " 1 ■的每一点映为它的对径点（注意，如果 
将这个同胚连续实行两次，就得到&的恒等同 胚）， 这个群作 
用的毎个轨道是一对对径点，轨道空间正是我们在 4. 2节中所给 
出的对的描述之一， 

3. —个群可以以不同的方式作用于同一空间.这里我们看 
在环面上的三种不同的作用.环面了取作在 P 內绕 z 轴旋转 

圆周 （x —3) 2 + W = l 而得到的曲面.设0为2 2 的生成元，定义 





!■' … … 

( b ) g ( x , y r s ) r =(~ x , - y , z ), 将 7 1 关于 z 轴旋转角度〜 

( c ) g { x , y , z ) ~(- x , ~ y , - z ), 了关于原点作反 射. 这些 
同胚中的每一个确定了 在了上的作用，轨道空间分别为球 
面、环面与 Klein 瓶，而图 4. 3说明为什么是这样.在毎种情形 
下，0都使柱面与 C 2 互相交換.因此，要得到轨道空间，不 
妨忽赂 C ” 只看如何适当地粘合 G 的两个边界圆周. 

4. 若 G 为拓扑群， H 为 G 的子群，则 H 通过左平移而作用 
于 G . H 內的元素 / j 所诱导的同胚是1^，就是说， 

k ( g ) = L h ( g ) ~ hg , 

幷且由于 G 的乘法是连续的，从属的映射 HxG — G 为连续•两 
个元素在同一个轨道上，当而且仅当 〆 心因此，轨 
道是 H 在 G 內的右傍系. 

H 在 G 上还有由下列映射给出的‘右 作用’ 

HxG-G, 

( h , g ) ^ R h - i ( g ), 

共中取 A 的逆为的是使定义 (4.14) 的 （ a ) 成立，这时，轨道是 H 
在 G 內的左傍系. 

这两个轨道空间都记作 C /小 它们当然是互相同胚的. 

5. 我们转而考虑0⑻在5 1 ”- 1 上的作用，注意若 
幷且若 A (〜）=〜，则4具有形状如 



其中 B 是正交的.反之，任何这种形状的矩阵使心不动.因 
此， 0( n ) 內使~不动的元素所构成的子群①同构于 0 (n — 1). 

定义映射/:0⑻ — 如 f ( A )= A ( ei ). 这个映射连续， 
因为它可写为迭合映射 

0(n)-*0(n) xS n - 1 ~*S"-\ 


① 通常叫作《:的稳定子群.同- •个轨 道上的 点具有 共轭的稳定子 P , 
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A i —( A , ej i -^ ACc !), 

它是满映射，因为作用是可迁的.可是 0( n ) 是紧致的，心- 1 为 
Hausdorff ， 故按系 （4. 4> /为粘合映射. 若…卜 1 ，不难验证 
f — 1 ⑷ 恰好是左傍系 Z ◦⑺一 1>，其中 A 60( tj ), 满足 A (^ = 
*• 因此，0⑻由/诱导的划分与相应于子群 O ( n - l ) 的左傍 
系分解 相同. 由定理 (4.2) 可知 0( n )/0( n —1) 同胚于 心- 1 ,类 
似的论证可知 

SO(n)/SO(n-l)^S n ~\ 

我们按归纳法来导出 < S 0( n ) 连通.归纳的起始是根据 50(1) 
为一 个点. 归纳的毎一步推演用到 < S 0 (n + l )/* S 0( rj )= S » (回忆 
n -维球面， 当 n > i 时是连通的），以及下列 定理： 

(4.15) 定理设 G 作用于 X ，丹且若 G 与 X/G 都连通，则 
X 是连通的. 

证明设若/是两个不相交非空开集 U 与 V 的幷集.由于粘 
合映射总是把开集映为开集（习题29)，幷且由于 
连通，方似）与兀（ V )不能不相交.若 M *) 6兀 (D 
则 t / flOk ) 与 VflO ( x ) 都非空.这两个集合把轨道0(幻分解成 
两个不相交非空开集的幷集 • 但 0( x ) 是 G 在一个连续映射 /:G 
— X 之下的像，这里/定义作/<5)=0(幻，因此 0( x ) 应是连通 
的，这就引出了矛盾！ 

6. 设 P 与《为互素的整数(它们本身不一定是素数)_把 3- 
维球面看作2-维复空间內的单位球面，即 

6 + z , = l }. 

设0为循环群的生成元，定义 Z p 在以上的作用为 
g(z 0 , 2j) = e 2 … ’’2!). 

当然，的作用一经确定， 9 1 ， 妒 ，… 所诱导的同胚就由定义 
(4.14) 的性质 ( a ) 完全确 定了， 如果将重复 p 次，就将得到恒 
等同胚 • 商空间作透镜空间，记作 l ( p , 9 ). 以后我们 
将看到 i ( p ,«7) 为3-维局部欧氏空间，它的基本群同构于 Z p 
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a ( p , q ) 的另一种描述可参见习题 33)， 

7. 到现在为止，我们所遇到的绝大#数轨道都是相当茼单 
的，或者是离散集合，或者是整个空间.为了说明事物可能是更 
为复杂的，我们给出实数軸在环面上的一釉作用，使得每一个轨 
道是环面上的一个稠密的眞子集.将环面等同于幷定 
义由实数 r 所诱导的同胚为 

( e 2x * x f e 2K { v ) i ~*-( e 23t 1 (* + r ) ^ g2 ^ * (* r + cvl ") 

若 jt ： 为粘合映射 

(x, y) i -^( e 2li *, e 2 …）， 


则这个作用的轨道其实就是平面上斜率为 v / j 的直线在 n 之下的 
像，对我们当前的目的^说，重要的事实是 v / Y 为无 理数. 注意 
冗 限制在一条斜率为 v / 了的直线上时是一对一的，因为只有当 
r 一 s 与 rs / Y - sy/T 都是整数时，兀才可能将 （x + r ，> + rv /?) 
ix + s t y + ss / j ) 粘合，但这是不可能的. 

我们来考査点 a (0, o ) er 的轨道. j 只不过是內过原 
点（或任何具有整数坐标的点），斜率为 v / i " 的直线在 n 之下的像_ 

把这条直线叫作记住环 
面是按通常方式粘合正方形 
对边而得到的，我们可以把 
这条轨道在平面上的单位正 
方形（图 4.4) 內表达出来. 

如果我们从原点出发在第一 
象限內沿着 i 而行，则将保 
持在单位正方形內直到点 

( l / v / Y , l ). 此点与(1八/了， 

0) 在^上表示同二我们继续沿着斜率为 v / r 的轨道从 
( l / v /2,0) 到<1，%/了一1).然后跳到(0 ， \/"F —1) (在正方形里 






跳，虽然在环面上幷不曾跳！ ） ，幷继续沿着斜率为 v / Y 的直线前 
进，等等. 

这条轨道将在环面上越缠越密，几乎塡满整个环面，但也还 
不能完全塡满.我们留给 读者自 己去验 证上述 的轨道是环面 T 的 
稠密眞子集. 

R 在 T 上的这一作用叫作环面上的一个‘无理流％轨道叫作 
‘流线 

8. 作为本节的结束，我们来阐述一类有趣的平面等距变換 
群.所要考虑的群，都使由某些凸多边形所构成的模型保持不 
变，这些凸多边形是互相合同的，幷且塡满整个平面（也就是 
说，群的元素是模型的对称变 換). 在图 4. 5 中列举了三个例子， 
每个情形给出了群的一组生成元.一个平移将按其大小与方向用 



( a ) 生成元——两个平移轨連 （ b ) 生成元 —— 三 个回转 

盎间一-环 面 轨 逋空间 ——球面 



( O 生成元——.两个平行滑动反 
射轨 道空间 "Klein 舨 

图 4.5 

箭头一> 表示 • 半箭头 一7 表示一个滑动反射，就是说，先关于 
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箭头所在直线作反射，接着按箭头指示 
的大小与方向作平移.关于线段中点旋 
转 180° 叫作一个回转，用右图表示. 

每个图上的阴影部分是所谓群的基 
本 区域，就是说，它在群的所有的元素 
之下的像塡满整个平面，幷且如果有两个这样的像相交，则只在 
边界上有 交点. 因此，基本区域的任何两个內点都不至于被群內 
的元素 粘合. 当然，基本区域可以有种种不同的选择，形状也幷 
非唯一的， 

这三个群同属于下面要描述的一个家族.考虑平面上所有的 
等距变換所构成的群；假定读者知道平面上的等距变換可以表示 
成有序元素对(0,«0，其中06 0(2)， ve . E \ 因此，0或是围绕 
原点的旋转，或是关于某过原点直线的反射，而的效应是一个 
平移 • 这个等距变換在上的作用为 

(0, ») ( x ) = 8( x ) + i »， 

而群的乘法为 

(0, v ) (0, 1 ») — (9((), 9( w ) + I >). 

给这个等距变換群以乘积空间 0(2) X 的拓扑，幷且称所得的 
拓扑群为 欧氏群 五⑵（法意，虽然 E ⑵ 具有空间 0(2) 与£ 2 的 
乘积拓扑，但群结构却不是乘积结构，而是 0(2) 与的半直 
乘积. 

若 G 为方(2> 的离散子群，也就是说，从£<2> 诱导来的拓 
扑使 G 成为离散空间，幷且若轨道空间紧致，则 G 叫作平 

面结晶体群. 

我们的三个例子相当淸楚地表明这些条件满足，•而且轨道空 
间分别为环面、球面与 Klein 瓶（在每个情形取一个基本区域，幷 
确定为了要形成 EyC 需要对它的边界作怎样的粘合 

若 G 为平面结晶体群，幷且设 p 为平面上不被 G 的任何非单 
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位元素保持不动的点，则 

« £ 2 | \\ x - pl ^\\ x - g ( p )\\ 对一切 geG } 

是一个凸多边形，它正是 G 的一个基本区域，由此，在平面上给 
出一种图案.使这一图案不变的对称变換全体构成一个群以 G 为 
子群，幷且 G 在这个群內的指数为有限. £VG 的紧致性保证了 
这个基本区域的有界性. 

平面结晶体群可以分类，分为17个不同的同构类①.高维的 
结晶体群按同类的方式定义，对每个维数而言，同构类总是有限 
的 ©• 


习 题 

26. 给出 Z 在 [0,1] 上的一种作用，使得轨道空间为 
M6bius 带. 

2孓找出之 2 在环面上的一种作用以圆柱面为轨道空间. 

描述 SO(n) 在£”上作为线性变換而自然地作用，幷求 
定轨道空间. 

29/. 若为自然粘合映射，幷且若0为 X 的开 
集，证明⑺(0)> 为集合的幷集.由此，导出 
71 映开集为开集•兀是否总是将闭集映为闭集？^: 

3J . 说明即使 X为 Hausdorff，X/G 未必是 • 为紧致拓 

扑群， G 为闭子群按左平移而作用于X，证明 X / G % Haus- 
dorff # 

各1，一点的稳定群，是指 G 內所有满足 p(x) 二X的元 
素 ff 所构成的集合 • 证明任何一点的稳定群是 G 的闭子群，幷且 
属于同一轨道的元素有共轭的稳定群. 


① 见 H.S.M.Coxeter, Geometry^ Wiley, 1961 . R fc L.E t Sch- 

varzcnberger, ‘The 17 Plane Symmetry Groups，， Matktmatical Gazette, 
1974 . 

② 这是一个 Hilbert 问题，为 Bieberbach 于 1911 年解决 • 
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3^. 若^ 紧致， XHausdorff , 幷且 C 可迁地作用于 x •证明 
义同胚于轨道空间 G /( x 的稳定群）， 任意， 


33.设 p ， 4为两 
个整数，它们的最大公 
约数为 1. 设户为平面 
上的一个正多边形区 
域，重心在原点，顶点 
为〜，〜，•••， a p _ u 设 X 
为內的对顶棱锥体， 
由联 结户的 点到点 = 
<0, 0, 1) 与 fcq 二 （0, 0, 

一 1) 的线段构成（见图 
4.6). 对于毎个 i = 0，： 





，…， P —1， 粘合具有顶点 ai , q +1 ,6 G 的三角形与具有顶点心刊， 
钟】，\的三角形，使得 A 粘合于 ai +3 ， flf + l 粘合于 A +q+] ， 
办。 粘合于下标 i + U + ti + g + i 当然是以 mod p 看待的 ）• 
证明所得的空间同胚于透镜空间 i (p , ?) . • 

3 f - 证明乙(2, 1) 同胚于户 3 •若 p 整除，证明 L ( p , (?) 
同胚于 i ( P , ?'), 
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5.1 同伦的映射 


5.基本群 


在第1章末曾简略地提到怎样着手定义基本群.回顾那里的 
想法是从空间的某些环道集合造出一个群来，这些环道以空间的 
某个特定的点（通常称为 基点） 为共同的起点和终点. 

所谓空间 X 內的一 个环道 是指一个满足 a(0) 二 a(l) 的连续映 
射 a : / ①，幷且说环道 a 是以 a (0) 为基点的•若 a 与 P 是以 X 
的同一点为基点的两个环道，定义乘积《 • P 为由下列公式所给出 


的环道 

[a (2s ) ， 0 < s < 十， 

a • /8(s) = J 

1 卢 (2S-1)，s < 1 • 

注意《 连续，把 [0,1/2] 映满 a 在 X 內的像，把 [1/2, i ] 映满 A 
的像. 

遗诚的是这个乘法幷不能在基于某点的环道集合上给出群结 
构> 容易看出这种乘法甚至不满足结 合律. 为解决这个问题从而 
使得能得到一个群，我们让两个环道等同，假如其中的一个可以 
连续形变为第二个，幷且在形变的过程中，基点姶终保持 不变. 
本节的目的就是要恰切地阐明我们所说的连续形变是什么意思. 

我们将要在一个更广的基础上进行 讨论： 若 f ， g : X -* Y 为连 
续映射，考虑连续地把/形变到是什么意思 • 这样一个连续形 
变叫作一个同伦.直观地说，我们希望有一族从 X 到 y 的连续映 
射{人}，对于每个*€[0，1]有一个，使得/ 0 =/,/ 1= ： 5 ,幷且当 t 
变动于0与1之间时 ，八 按一种连续的方式而变动 • 耍抓住这 

①在第 1 章， 环道是从圆周到 x 的一个连续映射，这里稍作 改动， 
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个连续变动的槪念，我们利用乘积空间 XX /，幷注意，如果一 
个连续映射 j — y 为已知时，令八⑺二 F ( x ， t )， 则得 
到一族 {/,}. 

(5.1) 定义设 y 为连续映射，若存在连续映射 
F : XxI ~* Y , 使得 

F ( x , o )= f ( x ), F ( x , l ) = g ( x ) 

对一切 xG X 成立，则称/同伦于 

连续映射 F 叫作从/到0的同伦，或伦移，记作/二如 

F 

果/与5在 X 的某个子集 A 上相同，我们有时希望在形变/到5 
的过程中，/在 A 上的値始终不变.在这个情形，就是要求从/ 
到5的同伦 F 还满足添加的条件 ， 

F ( a , t )= f ( a ), 对一切 

如果这样的同伦存在，我们就说相对于/同论于写作 

/，㈣ A. 

设 a ， j 5: X 是两个以 pGX 为基点的环道.要求 a 可以保 
持基点不动而连续形变到 A 和要求 a 相对于 J 的子集 {0,1} 而同 
伦于 P 是同一回事.从 a 到 J 5 r el {0, l } 的一个同伦，按定义是一 
个从到 X 的连续映射 F ， 它把正方形的底按 a 映过去，顶按 
右映过去，而把两条铅直边映为基点 P , 最后一点正好表示 * F 限 

用 



田 5.1 


J0I 



制在任何一条水平线段 /X { t } 上将给出以 p 为基点的一条环道： 
将这条线段从正方形底部滑动到顶部就给出一个连续族环道，从 
a 开始，终止于 JS . 图 5.1 显示了环面上两条环道的情形.当然这 
是—个十分茼单化了的图：实际上环道 a 与 J 5 可以自己相交（或 
互相交 叉〉， 而/ X /在环面上的像可以是极为复杂的. 

同论的例子 

,1. 设 C 为欧氏空间內的凸集， /,0: X — C ； 为连续映射，其 
中欠是任意拓扑空间.对于 X 的任意点 x ， 连结/(幻与 g ( x ) 的线 
段包含在0內，我们可以让/沿着这些直线段滑动而定义从/到 
g 的一个同伦.确切地说，定义为 
F ( x , t ) = { l - t ) f ( x ) + tg { x ), 

注意若/与3在 X 的某一子集 A 上相同，则这个同伦是一个相对 
于炱的同伦.同伦 F 叫作一个直线同伦. 

2. 设 々为 连续映射，幷且对一切 / <x) 与 
000永不为对径点（即一条直径的两个端点）.取々为£* + 1 的单 
位球面，幷且把/,0看作映入£” + 1 的映射，则我们有一个从/到 
5的直线同论.由于 /( 幻与500不是对径点，它们的连结线段 
不通过原点 • 因此，我们可以定义久 x I -* S " 如同 

F(x n 一 . (l-0/W+fffW 

这个映射是从/到 P 的同伦. 

3. 设以为复平面上的单位 圆周. 考虑&上的环道 a ,/5( 都以 
点1为基点）， 

fexp inis , 0^ s 

j 2 

a ( s )= ■； exp 4-? ri (2 s —1), s 

I 1 4 

I 3 

l^exp 8 ?ri (1— s ), s < 1 , 
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0(s) =exp 2Ms, 0 < s <1, 

几何地看， a 使线段 [0,1/2], [1/2, 3/4], [3/4, 1] 中的每一个绕 
P —周，前两个是逆时针方向而绕，第三个是顺时针方向，环道 
存只是使整个线段 [0,1] 按逆时针方向绕心一周（图 5.2) ， 



我们可以按下式定义一个相对于 {0,1} 的从 a 到的同佗 F , 
连续性由焊接引理 （4.6) 保证： 



3/4 1 

i 二+时的情 SI 


图 £.3 
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F(s ， t ) 二 


, 4^ is 

[ exp r + i * 

i 

■j exp 4^i(2s-l —t), 

i 

i 

lexp 87ij(l —s), 


0 < s ^ 


t + l 


t+1 _ t + Z 

丁< S 《丁 


t + 3 


< s < 1 . 


图 5.3 显示了这个同伦.其中表达了 F 在正方形 / XJ 上的实况， 
以及进行到正中间阶段的同伦 s i — F ( s , l /2). 

<5.2> 引理 在从X到 Y 的全体连续映射的集合上，关系‘巧 
抡’是一个等价关系 • ' 

证明设 / W , A 为从 X 到 Y 的连续 映射， 对于任何/，总有 

/二/，这里 F ( U )=/( 幻，因此，关系是自反的.若/二0，则 

F F 


9 —f f 这里 

G 

G(x f t)= ： F(x,i-t) t 

即给出关系的对称性.最后，若/二0， d ^ h , h ,这里 

F G H 

孖定义作 

ff ( x ,20, 如 

H (: M )— 

[ c ( x ,2 f - l ), y < i < 1 , 

因此，关系是可迁的. 

(5.3> 引理 在从 X 到 Y ， 并且在 X 的子集 A 上相同的连续 
缺射全体所成的集合上，关系'相对于 X 的子集 A 岡伦’是一个等 
价关系. 

证明如果所涉及的映射都在 A 上相同，则前面所定义的同 
俭都是相对于 A 的同伦， 
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( S .4> 引理同伦映射的迭合仍熬是互相同伦的. 
证明 设有连续映射 


f 



9 


若/二_9 rel A ， 则 A /= 岵 rel A (作为从久到 Z 的映射)， 

F h f 

又若已给连续映射 




若对于 y 的子集 B 有则通过同伦 


F ( x , t ) = G (/( x ) , t ) 



习 题 

1 . 设 C 为平面上的单位圆周.若 /:c — C 是一个不同伦于 
恒等映射的连续映射.证明有 C 使得/(幻= 一*. 

2. C 如前题，证明将 C 的每点映为对径点的连续映射同伦 
于恒等映射（以后将知道 心的 对径映射同伦于恒等映射，当而且 
仅当 n 为奇 数)， 

3. 设 D 为以 C 为边界的圆盘，用极坐标使 D 参数化，幷且 
令 h：D-*D 为按下式定义的同胚： 
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ft(0)~0, h(r,6) = (r,9 + 2^r) m 

求出一个从 A 到恒等映射的同伦，使得映射 

F\D x {t} ：D x {t}->^D f 0 < t < 1 

都是同胚. 

4. 证明习题 3 中的 A 相对于 C 同伦于恒等映射， 

5. 设连续映射 5- 不是满映射，证明/零 伦， 也就 
是说，/同伦于一个把X映为5 1 "內一点的映射. 

6. 如同习惯用法，以 cy 表示 y 上的锥形.证明任意两个 
连续映射同伦 • 

7. 证明从 x 到 y 的一个连续映射为零伦，当而且仅当它可 
以扩张为一个从 x 上的锥形到 y 的映射. 

8. 令 A 表示平面上的环形域 { ( r ,9) ]l<r<2,O<0<2JT}, 
幷且设 A 是 A 的同胚，由 

h(r t 9) = (r,0 + 2^(r-D) 

定义.证明&同伦于恒等映射.设法使自己相信，不可能找到一 
个相对于 A 的两个边界圆周的同伦从 /( 到恒等映射 （关于 这个问 
题的精确解，见习题 23), 

5.2 构造基本群 

设X为拓扑空间.选取一点 P € X作为基点而考虑X內以 P 
为基点的环道全体.在 5.1 节我们看到相对于 {0,1} 的同伦是这个 
集合上的一个等价关系.我们称这些等价类为同 伦类， 环道《的 
同伦类记作 <a>. 

环道的乘积锈导了同伦类的 乘积： 

<a> . <^> = <a . jS>. 

当然我们必需验证这样的定义是有意义的.若 

a rel { 0 , 1 }， rel {0, l }» : 

r a 


则 


}Q6 




a / * )S’=a . )Srel{o,l }， 

H 

这里 

H ( s , l )= I 

1G(2s- 1,0, s 

(这里还是求助于焊接引理来验证 H 的连续性），因此， 

< a '> . <^^>=< a > • < j 8>. 

(5.5) 定理 义内以 P 为基点的环道同伦类的全体在乘叙 
< a > - < fi>=<a • 之下构成一 个群. 

证明 首先验证乘法是可结合的，就是说 
<a • )3> • < y >=< a > • < J 3 • y > 

对于任意三个以 P 为基点的环道成立.为此，必需证明 （a • j 9) • y 
相对于 {0,1} 而同伦于 a • ()3* y ) •不难验证 ，（a •#) • y 等于迭合 
映射 ( a * ()3 • y )) of , 其中/是按下式定义的从/ 到/的 连续映 
射 

(2S, 0 < s <+， 

/(s)= j s + +， 

( 宁， T <s<1 - 

由于 / 是凸集，幷且/(0) = 0, /(1) = 1，有直线同伧相对于{0， 
1} 从/到恒等映射 1,. 按引理 （5.4) 我 p 有 
(a • ^3) . y = (a . (/3 • v )) of 

=(a . (JS . y)) o 1^61(0,1} 

= a .. ( J 5 • y ). 

通常，用图表来表示以上的变化比用公式更一目了然（图 5.4), 
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单位元素由点 P 处 
常値环道 e 的同伦类担 
任， e 的定义是 e(s)=)5, 
0<s<i # 可以用类 
似于上一段的论证来验 
证 <e> • <a>=<a> 以及 
<a> • <^>=<a> 对任意 
以 P 为基点的环道成立.考虑其中的前一个 • 需要找一个相对于 
{0，1}的同伦从6. £1 到 £1 .但 e • a 是迭合映射 a。/， 这里 /:/^J 

0 < s < 如 

e • a 二 ct o /~a o 1, rel{0,l} —a # ' 

至于 <a> • <e>=< a > 的验证，就留给读者自己去完成， 

最后，我们定义同伦类 <a> 的逆为 <a_i>， 这里 
a—i(s)=a(i — s)， 0< s <1. 

(因此，正是‘方向反过来的 ) 逆的定义是有意义的，因 
为若 

a — yS rei { o ， l }， 

J » 

则 

a-i—r 1 r el {0,1}, 

c 

其中 C (s,f)=F(i —s〆〉 •为了证明 、 

<a> . <a~ 1 >= ： <e>, 

注意 a • a~i=： 0 o /， 这里/:/-*/定义作 -- 
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是定义作 


/( s ) 


0, 


办一 1， 


(0 rP) 




f 2 s ， 


0 < s <士》 

/(s) = j 

12-2S, -~<s < 1 . 

由于 /( 0 ) = /( 1 >= 0 ， 于是有 /=5rel{0 ， l }， 其中 0(s)==O，0 < 
s <1 •因此 

a . a-* = a o f—a o g rel{o,l}=e. 

证明 < a _1 > • < a >=< e > 也类似 • 这就完全证明了定理 (5.5>* 

由于十分倚重于这样一个事实，即任意两个在0与1相同的 
把单位区间映到自己的映射，必定相对于 {0,1} 同佗，使我们得 
以给出定理 <5.5) 的一个较为轻松的证明，人们当然可以耐心地， 
赤手空拳地直接构造出必需的同伦(如同在 5.1 节的例3 )，我们 
建议读者自己去试试看. 

在定理 (5.5) 中所造出的群，叫作 X 基于点 P 的基本群 ，记作 
^( A ： f p ). 由于以 P 为基点的任何环道必然落在 X 的含有 p 点的 
道路连通分支內，我们将限于考虑道路连通空间.有了这个限 
制，我们将看到，基本群(除同构以外）就与基点的选择无关，可 
以直接说道路连通空间的基本群,幷且用 记号巧 （ X )① • 

(5.6) 定理 若为道路连通，则对于任何两点 P 狀 X ， 

冗 AX ， p)Pl 构于 njX ， q). 

开始证明之前先注意在空间內南条道路 V ，如果满足 v ( i ) 
= a (0)， 则根据乘积公式 

fy (2s) , 
y . or(s) = j 

U(2s~l) , s < 1 • 

可以得到一条新的道路 y • h —如对于坏道的情形可以验证下列 


①记作是由于它乃是一系列群《1(父）， K 2 ( X ), ……当 中的第 一个，这些群 
叫作 艺的同 伦群. 
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事实. 

(a) 若 y 二 y'rel{0,l}，o ■二 cr’rel{0,l}， 则 

Y - cr— - a'rd{o，l}. 

(b) 若 y，<7,5 为任意三条道路，满足 

V(1)=(T(0) , tr(l) = 5(0), < ' 

则有 （) / • cr) • 5 二: y • (cr . 5) rel{0,l>. 

(c) 若道路厂 1 定义作，则 yy- 1 相对于 {0,1} 
同伦于在 y(o> 处的常値道路；类似地， y— 1 • y 相对同伦于 y(l) 处 
的常値 道路， 

定理 (5.6) 的证明 选取一条道路V，以 P 为起点，9为终点 
(这样一条道路一定存在，因为X是道路连通的），若 a 是一条基 
于 p 的环道，则 （y _1 • a) • y 是一条基于的环道，于是 我们定 
义 

兀 1 (Y ， P) - {^C,q) , 

<o> I — xr 1 • a . y>. 

利用上面的 （a> , (b)，（c)， 不难验证 y* 的定义是有意义的，是一 
个同态，幷且具有逆同态(V 一 hi. 因此， V* 是一个同构， 

现在我们对于每个道路连通拓扑空间对应了一个群，更进一 
步，对于两个空间之间的连续映射可以对应以相应的群之间的一 
个 同态. 这个同态的构作是很自然，而且是.很富于几何直观的， 
设 Y 连续，设 p 为在X内选定的基点，在 y 內选 
为基点.对于X內任何以 P 为基点的环道 a， 迭合映射 /o a 是 y 
內以9为基点的一条环道；不仅如此，从引理 （5.4) 知道将两个 
同伦的环道与/迭合得出的是 y 內两条同伦的环道.因此，可以 
定义映射 ’ 

,q) t 

桉照 /*(<a>)=</oa>， 由于： 

/ o (a • i?) = (/ o a) • (/ o jS), 
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立刻看出 /* 为同态：我们称 /* 为/ 所诱导的同态. 

根据以上的构作立即可见 

(5.7) 定理 对于迭合映射 X — 有 

这里应该谨愼 一些： 定理 （5.7) 的陈述实际上是为了方便而 
作了简化.完全精确的表达应当把基点明确说出来，即选定基点 
PG^, Q=f(P)ey, r = g(q)^Z, 

幷且说 

(ff o/)* ： ^,(X,p)->JT,(Z,r) 

是迭合同态 

> P ) ■ ,9) ■ — (Z , r ) a 

特别当为同胚时，可以将定理 ( 5 .7> 应用于 

X -^ Y-^Xx 与 yXXx - U ^ Y , 

而得到 

K 1 ° a*= (u) *： jt,(X,p)-^^ 1 (X,p), 

A* o A； 1 = (i y ) !K ： ^ 1 (y,A( P ))^ 1 (y,fe(p)). 

但是，很明显，恒等映射所诱导的是恒等同态，因此， 

是同构•所以， 同胚的 （道路 连通)空间具有同构的基 本群. 

如果我们试图区别某两个道路连通拓扑空间，现在又有了一 
种办法，就是设法算出它们的基本群，幷且检验这两个群是否同 
构.如果不同构，这两个空间就不能同胚.如果这两个群同构， 
那么可以说我们沒得到有用的'讯息，留给我们的任务是寻求更精 
细，更尖端的不变量来区别原来的空间《 

习趣 

9. 设 ajs 与 y 为空间 X 的环 道，且都以 p 为基 点. 写出 
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•幻. y 与 a • ( J 9 • y ) 的公式，幷造出这两条环道之间的一个具 
体的同伦.要保证你的同伦是相对于 {0,1} 的同伦， 

10. 设 y ， a 是空间 X 內以 p 为起_，为终点的两条道路. 
如同在定理 <5.6) 的证明內所指出的，这些道路诱导与 

之间的同构“征明％为 y * 与元素 < dy > 所诱 
导心 （X 4) 的自同构迭合而得的同构. 

11. 设 X 为道路连通空间.在什么情况之下对于任意两点 
P ，< ieX ， 一切从 /) 到 <7的道路诱导 &( X , P ) 与巧（尤，<7)之间相 
同的同构？ 

12. 证明任何具有平庸拓扑的空间基本群为平凡的， 

13. 设 G 为道路连通拓扑群.对于 G 內任意两条以 e 为基 
点的环道 a , j 5，„ 按公式 F < M )= a ⑷， | S ( t ) 定义映射/[0, 1 ] x 
[0，1]- G ， 这里“•”乘表示 G 內的乘积.画一个图表说明这 
个映射在正方形上的实况，幷证明 G 的基本群是交換群， 

14. 设是£ 3 內最后一个坐标非负的点全体所成的子集. 
证明空间£〗一 （ （ x ， y ) U =0,0 <z <1} 具有平凡的基本群. 


5.3 计算 

这一节包含初步的计算.我们将计算圆周，以及其它少数几 


空 ''间 

基本群 

£"内的凸集 

圃周 

平凡 

Z 

S »， 

平凡 


Zz 

环面 

ZxZ 

Kleiii 瓶 ， 


透 tt 空间 

Zp 
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个简单空间的基本群，更一般的计算将等到第6章. 

£"內的 Cj 集在这个情形，可用直线同伦把任何环道缩为 
基点处的常値环道，因此，欧氏空间內凸集的基本群是平凡的， 
ii 路连通空间的基本群如果平凡，则空间叫作是单连通的. 

圆周将圆周取作复平面上的单位圆周，幷且令为 
指数映射全体整数被指数映射粘合到点1€&，达一 
点取作我们的基点， 

对于整数 Z ,令表示道路 y n (s) = ns , 在 i ? 

內把 0 连结到 n • 于是 h 在兀之下投影到心內的一条以1为基 
点的 环導. 而且绕圆周 n 转，当 n 为正时逆时针方 向转； 
砉 n 为僉时顺时针方向转. 

(5*8 摩理接 0 ⑻ =<? i 0 y n ：> 而定义的玦射心(51，1) 
是同构 • 

证明定理 (5,8) 需要用到几条引理.首先注意，若 y 是.及內 
任意另一条连结 .0 到 n 的道路，则 y 与 y n 相对于 {0,1} 同论，从 
而投影到 P 內成为同伦的 环道， 

(5*9) 引理 步为同态 • 

证明对于整数 m ， n ， 设 or 为 if 中由^⑷二^^⑻ + m 定义 
的迓路.则冗 °a = ; r oy „， 幷且 ym : CT 连结0到 m + n . 因此， 

<p(m + rt) =<7r o y m+n >= <?i o (y m - <r)> 

=<(. n o y OT ) • (n ocr)>=<(^ oy m )*(n o y*)> 

= 4>{m) • <P(n) m 

其次要证明 0 为满同.态.为此，任意取〜 (5 M > 的一个元 
素，用以1为基点的环道 a 代表这个元素，幷试将这个环道‘提 
升’为 R 內以0 为起点的一条道路，換句话说，我们试图寻找及 
N 的道 ■路 7,满足 71 。 y = a , 以及 y (0) =0. 假定我们 k 够作到 
这一点，则 y 的终点 yU ) 投影为々內的 a ( i ) 二1,从而 y ⑴必 
是一个整数 n . 按作法 0( n ) = < a >. 这个整数叫作 a 的度数，它 



量度 《 绕圆周的转数， 

要实现这个提升的手续需要对粘合映射作更详细 
的考察，设 U 为 々去 掉点 一1 而得的开集，考虑 U 在及內的反像《 
这正是所有形状如 （n- (1/2),«+(1/2))，《£2的开区间的幷集. 
注意这些开区间的任何两个不相交，幷且 n 限制到其中任何一 
个之上是这个区间与 f/ 的一个同胚.类似地，若7=&_{1},则 
7的反像分解为开集的无交幷，幷且〃限制在这些开集的任何 
一个之上时，是一个同胚.现在 uuy 是整个因此，对于 
&內的一条环道，我们可尝试将它分成小段，使得毎一段或者在 
t/ 內，或者在V內，然后利用^/与^的上述性质将这些小段一个 
一个提回到及 • 

(5.10) 道路提升引理 若 a 为以 里以 1为起点的一 条道路， 
則存在及内唯一的道路&以0为起点，并满足 ？ r o <?= cr . 

证明开集 (7) 给出 [0,1] 的一个开复盖，因此， 
按 Leb. eS g Ue 引理 （3.13) 可以找到点 0 = f c <f 1 <."<t m =l, 使得 
每个包含在 『 mc /) 內，或 am 內.首先，在子区间 
[0,~]上定义由于 a 以1为起点，必有回顾 
叫 （ _ 1/2, 1/2) 是从（一 1/2, 1/2) 到 U 的同胚，令/为它的逆. 
幷且令 ~ 

cr( S )=/a(s), 

归纳地假定已经在 [ Ojfc ] 上完成了&的定义，我们想把定义扩张 
到上去•若 a ([ tfc , t fc +! ]〉 gLT ， 幷且若 ~cr(t k )e(n-(l/ 2 ), 
n + (1/2)), 令 S 表示叫 （ n — ( l /2 ),n + ( i / 2 ) >之逆,幷且令 
a(s) = ffCT(s), f k <s<t k+u 

若&+!])£/，则 €0， n + i ) 对于某 n 成立.兀限 
制在是一个同胚，其逆设为 A ， 我们就定义 

ffCs)-Aa(s>, t k ^s^t k+l , 
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这就完成了提升道路 & 的归纳定义.注意，当在上定义了 
&之后，只有唯一的方式能将它扩张到 [ ffc ， L +1 ] 上；因此是唯 
一的. 

当然，我们可以把引理 （5.10) 叙述成更一般的形式.设 a 是 
心內以 P 为起点的一条道路，我们可以找到內唯一的一条道 
路&，以^ ^( P ) 的任何预先指定的一点为起点，幷且满足 no J 
这样的道路 J 叫作 cr 的提升. 

为了要证明是一对一，我们需要从圆周提升同伦回到 
这可以用下列的结果来作， 

(5.11) 同论提升引理若尸:/ X /— 々是 一个连续映射，满 
足 

Fdo,t) = F(l,t,) 0 « 1 , 

則存在唯一的连续映射片 ：/></—/? 满足 

K o F P j 

以及 

F(o,«) = 0, 0«1. 

证明我们将只给出证明提要，因为主要的思想和引理 
(5.10) 的证明一样，用 水乎与 铅直的直线将/ X /分成小方块，使 
得每个小方块被 F 映入?/或 V ".这要用到 Lebesgue 引理.在这 
些小方块上，一块一块地给出>的定义，从底下数起第一行开 
始，自左至右而进行，然后第二行按同方向进行；诸如此类.有 
一点需要着重指出 s 注意当我们要在某个特定的小方块上扩张& 
的定义时，在这方块上$已经有定义的部分或者是左侧铅直边, 
或者是左侧铅直边与 底边. 总之这个集合是连通的.因此，它在 
戶之下的像整个落在 ^( Uh 或的一个连通分支內（按 
照尸把该小方块送入以或 V 而定〉，然后利用 K 在这个连通分支 
上的限制为同胚而给出$在整个这个小方块上的定义. 

定理 （5.8) 的证明由引理 (5.9) 与 （5,10)0 
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为满同态.要看出少的核为0,我们如下论证，设〃 €Z, 幷假定 
<K«) 是力(&，1)的单位元素.这表示说，如果用一条道路V连 
结0到 n， 则 a。 V是一条零伦的环道，即同伦于基点处的常値 
环道.取定从1 € 々处 的常値环道到5。V的一个同论厂幷使用 
引理<5.11)找到户：^/—圮使得戶的投影为/=■，幷且 
F (0,0=0, 0幻 <1. 

令 P 表示 /X/的左侧边、右侧边与底边的幷集，则 F 将整 
个尸映为 1. 由于V。 戶二 F， 幷且由于 P 连通，戶必然将 P 映 
为某个整数.但戶把/X/的左侧边映为0，因此尽乃二 0. 

及內由戶 （s, 1) 定义的道路是兀。 y 的一个提升，以0为起点， 
因此，由引理 （5.10) 的唯一性部分知道这必然是 ]/» 由于戶 <1， 
1)=0, 我们有 y(l)=n=o. 因此， 由的 核只含有整数0自己，这 
就证明了巾是同构. 

»»- 维球面为了说明当 时 P 具有平 凡的基本群，需要 
用到下面的结果 } 

(5.12) 定理设空问 AT 可以写成两个单连通开集I/，V的井 
集，而且 t/flV 是道路连 通的. 則X是羊连逍的. 

证明我们要证明X同论于一些环道的 乘积， 它们之中的每 
一个或者包含于或者包含于 V. 这已经足以导出定理的结 
论，因为 U 与V都是单连通的. 

选取基设是一条以 p 为基点的环道 • 
按 Lebesgue 引理（ 3 .11),可以在/內找 到点. 

1， 

使得 包含于 U 內或7內，以％表示道路 
s s-^a((t J( — t k _ 1 )s + t k _ 1 ), 0<s<l. 

用一条道路 y fc 把 P 连结到每一点使得当 
a ( tfc ) G 1/时,整个在 f/ 內，而当 a(t k ) £ V时，在V 內. 若 a(h) 
我们要求以在 t；nv 內 | 这是办得到的, 因为按假设 
f/nv 是道路连 通的， 于是环道 a 同伦于乘积 
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(a^y； 1 ) • (y,.a 2 .yj * (y 2 .a 3 .y; ” . （ yn-，％), 

其中每一项或包含于 
U ， 或包含于 V . 图 5. 5 
对于2-维球面显示了上 
—段论证，这里球面表 
示为两个开圆盘的幷 
集. 

把这个结果用于 
S % 取不同的两点 H 
幷且置 U = S"-{X }， 图 S-5 

V = S •- { y }, 与 V 都同胚于 £•, 从而是单连通的，幷且当 
时，是道路连通的. 

轨道空间 圆周是整数按加法作用于实数轴而得到的轨道空 
间 （4. 4节)，我们对 A P 1 ) 的计算是下面这个结果的特殊情形；它 
还可用来计算环面、 Klein 瓶，以及透镜空间 i ( p , 的的基 本群. 

(5,13) 定理若 G 如同一个同胚群而作用于单连通空间 X ， 
并且若每一点尤€ AT , 有邻域 U 使得 Uf ] g 0)= ，，对一切 geG - 
{ e } 成 立①.則力 ( X / G ) 同构于 G . 

证明大 * 基本的思想和以前一样.固定一点％€%,对于 
SGG ， 用一条道路 y 把 X 0 连结到 g ( x 0 ) •若 n ： X -* X / G 为投影， 
则对£> y 是 X / G 內基于 Wx 0 ) 的一条环道.按0 ⑻- <n 0 y > 而 
定义 

由于 X 单连通，我们可以将 y 換为任何其仓连结 々到扒 ％)的 
道路而不影 响伞. 

不难验证0是同态②*要证明0为一对一映满，需要与同伦 
提升，以及道路提升引迪 (5.10) 与 (5.11) 类似的 结果. （例如，为 



① 若这后一个条件满足，则 G 具有离数拓扑 • 

② 细节苗给读者自 e 去完成》 习 B 17-20 有按 帮助， 
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要证明 0 是满同态，取任意元素 < a >€ ia / G ,7 r ( x 0 )) j 5 t # 找 X 
內的道路 y ， 以％为起点，幷满足 aoy = a . 终点 y ( l ) 在 x 。 的 
轨道內，因此，有元素使得 0(* Q )= y ( l ). 按作法知道 
0(5)=<a>.) 

再回到前面对圆周的考虑，我们可看出这两个引理对于任何 
满足下列性质的连续映射/成立① • 对每点,假定有 
—个开邻域 V %以及 n - UV ) 的一个分解，分解成一族两两不相 
交的开集 { U a }， 使得兀在每个上的限制是从 t /„ 到 V 的一个 
同胚 • 这样一个映射 n 叫作一个复迭映射，>叫作 Y 的一个复. 
迭空间 . 

对于托 X/G, 取一点托兀一 1 ⑼与 x 在X內的邻域 t； ，使得 
U 门扒⑺对于一切 56G-{e} 为 空集. 置 7=;r(t7)， 回忆 
X / G 将开集映为开集 , 我们取 {5( U ) G } 作为开集族 { U 丄这 

表明 n 为复迭映射，从而完全给出了定理 <5.13) 的证明要点. 

4. 4 节所列举的关于群作用的例子中的几个满足定理( 5 . 13) 
的假设： 

例 1. ZxZ 作用于公以环面 r 为轨道空间，给出 R (不)岛 

ZxZ . 

例 2 . 之 2 作 用于心 以 P ” 为轨道空间，给出 
当 n >2. 

例 6 _ 作用于以以透镜空间 L ( p , fl ) 为轨道空间，给出 
n l { L { p > q ))^ Z Vm 

考虑例 1* 任取平面上一点,取以这一点为中心，半径为1/2 
的圆盘作为则 ZxZ 中的任何平移 (障 开恒等奪換 之外） 使 
这个圆盘从原来位置完全移开.例2与例6留给读者自己考虑 》 

基本群幷不4是交換群.设群以 t , u 为生成元，适合关系 
u ~ nu = t -\ 幷考虑由下式定义的 G 在平面上的作用： 

① 细节留给读者，可参照习超 17— 20, 

② 关于复迭空间的详细讨论见第 1 D 孝. 
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t(,x,y) = (x+\,y), 
u{x,y) = ( -x+l,y+ 1). 

则 《 是平行于 x 轴的平移， 《 是 .y 

沿着直线 1/2 的滑动反射. - 

定理 (5.13) 的假设不难检验.轨 «i 

道空间为单位正方形粘合四边如 --- 

图 5. 6,也就是说，是 Klein 瓶_^ 

K . 因此， Klein 瓶的基本群是 

群 G . 用平行滑动反射^ = &， __ 

& = u 来表达，我们重新得到 4. 4 |1 

节的例 8( c )， 幷且有 m 5.6 

乘积空间 这一段的结果提供计算基本群的另一个工具： 

(5.14) 定埋若 x 与 y 是道路连通空间， 则巧 ( x x y ) 同构 
于 71,(X) xn.iY), 

证明 选取基点为以及的,心）所有 
的环道都是以这些点为基点的，但为简单起见将在记号里略去. 
投影化^ 2 诱导同态 

p ^： n 1 ( XxY )-*^ l ( Y ), 

从而提供给 我们一个现成的同态 

jt^xxY )x a( y) , 

< a > I -* « p , oa >,< p 2 oa ». 

' 设 a 为 XxF 內的一条环道，幷且若 

Pt oaje s -。， Pzoc ^ ey '， 

则 o ^ e (XQ$ y oJ , 其中 
因此，伞为一对一 • 


119 



荽证明 於为满同态，取 X 內的坏道 A 7內的环道 y , 作父 
xy 的环道 a ⑻= <万⑻， y ⑻），按作法 

P! 0 a=p, p 2 o a~Y, 

因此， 0(< a >) = < y >) 如所欲证. 

这个结果给出环面基本群为 ZxZ 的另一个证明，幷且使 
我们知道，比如说，当 m ， n 彡2时巧 （々 X 6 1 ") 为平凡. 

习 题 

15. 用定理 （5.13) 证明 Mobius 带与圆柱面均具有基本群 

16. 将々取作 P + 1 的单位球面.对于々內的任 意环道 

a , 找出 £" + 1 內 的环道足使得3 与 a 有相同的基点， j 8 由有限 
多条直线段组成，幷且满足 || a ( s )— j 9 ⑻||<1，当 0< s < i , 由此， 
导出当时心为单连通.在 n = l 时，你的论证 在什么 地方行 
不通？ ' 

17. 读通定理 (5.13) 的证明大意.对于仍 GG ， 用一条 
道路 h 连结 h 到0 〆 ％),用道路 h 连结 *«> 到山察觉到 

（A oy 2 ) 连结; ^到 g ^ ixo ) ，从而导出 0 为同态， 

18. 设 y 为复迭映射•从而每一点 J / Gy 有邻域 V ， 
使得 7 T - W ) 分解为两两互不相交开集的幷集，其中每一个被 JT 
同胚地映满把这样的邻域叫作‘典范的若(*是1"內的一条 
道路，说明怎样找到点0 = ^0 1 <—<^ = 1，使得 

对于 0< i < rn — 1,包含在一个典范郊域內.从而将 a —段一段 
地提升成 X 內（唯一确定）的一条道路，以 ( a (0)) 內任意预先 
指定的点为起点. 

19. 设 y 为复迭映射，幷且 f :/ x / 
是一个连续映射，满足 

用引理 (5.11) 的论证找出一个连续映射戶使得满足 
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JloFrrf , 幷且 F (0, t )=?, 检验 F 的唯一性. 

20. 按下列方式重作习题 19, 对于毎个 [0,1] ，有^內以 
P 为起点的道路 F t ( s )^ F ( S > t ). 设是它的在 X 內以 g 为起点 
的唯一提升 道路. 令户 = ^ ⑴， 验证云连续，幷且是尸的 
提升. 

21. 描述下列各连续映射所诱导的同态 

Aoss/a)): 

( a ) 对径映射 /( ew)= e w + d ， 0<0<2巧 

( b ) f ( e ie )— e in \ 兀，其中 ngZ , 

( e i9 , 0彡0< 兀， 

22. 在 4.4 节，我们给出了 Z 2 在环面上三种不同的作用，幷推 
知轨道空间分别为球面、环面与 Klein 瓶•对于每一种作用，描述 
从环面到轨道空间的自然粘合映射所诱导的基本群之间的同态. 

23. 按下面所说给出习题8第二部分以严格 证明， 设 a ,)3 
为 X 內按下式定义的 环道： 


a ( s ) 二 （ s +1,0)， P ( s )= zha ( s ), 0< s < l . 

证明若 A 相对于 A 的两个边界圆周同伦于恒等映射，则环道 
rel {0, l } 同伦于点（1，0)处的常値映射，验证这条环道代表 A 的 
基本群的一个非单位元素， 

5.4 同伦型 


事实上，比同胚更广的一类连续映射使塞本群保持不变.如 
同以后我们将要建立的一些代数不变量（同调群与 Euler 示性 
数），某本群是空间的所谓 4 同伦型’的不变量. 

(5.15) 定义 两个空间 X 与 Y 具有相同的同伦型，或同伦等 
价，傲如存在连续缺射 
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y 


满足 5o/ ： =lx， / o g^=l Y . 


映射 p 叫作 / 的同伦逆，一个有同伦逆的连续映射叫作闻伦 
等价. 若 X 与 y 具有相同的同伦型，则记作 


(5.16) 引理 关系是枯扑空间上的等价关系 . 

证明自反性与对称性是显然的 • 关系的可迁性可以这样 
看：若连续映射 



<z> 


为同伦等价，则按引理 (5.4) 有 

g ov ouo f=g o l y o f=go /=l x ， 
以及 U O f O g O y~U ol y of=:Uo 


因此，映射 



表明 x 与 z 有相同的同 伦型. 9 ° v 
例子 

1. 同胚的空间具有相同的同伦型. 

2. 欧氏空间內的任何凸集与一点有相同的同伧型. 

3. 芯-一{0}与力有相同的同 伦型. 定义0:£* —{0}— 
以- 1 如同 5(*) = VII * II »幷令五"一 {0} 为含入映射 • 
则 So /= l s ”- i ， 幷且 1^，_ (0 ,二 / o g ， 其中 

G 

G{x ,t) = (l —f)* + t (x/||xjj). 
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图 5.7 显示了 n = 2 的情形；箭头 
指示在同伦 G 之下各点如何运 

动. 

4. 设 A 为 X 的子空间.相 
对于 A 的同伦了 - X 如果 
满足 

G ( x ， o ) ~ x , 

对一切 xGX ， 

G(x,i) G A, 

则叫作一个形变 收缩， 把 X 收缩 
到乂上.如果 X 可以形变收缩到乂，当然又就与/有相同的同论 
型（取为含入， A 为 x bG ( x ， m . 图 5. 8说明具 
有两个孔的圆盘到两个碰在一点的圆周 （ 8字形）上的形变收缩； 
到用一条线段连结的两个圆周上的形变收缩 } 以及到看起来像字 
母0式的空间上的形变收缩.于是可以得出结论，说这些空间都 
互相同伦等价(我们在第6章将看出，它们的基本群是具有两个 
生成元的自由群 




设 Y 是同伧的连续映射.为了证明同论等价的空 
间具有同构的基本群，作为第一步先考察 f 与 g 所诱导的基本群 
之间的同构与 5* 之间的关系.我们将要看出，它们相差一个 
同构. 

( 5 . 17 ) 定理若 / 二 yx — y ， 则 

F 

g* ： JT 1 (X,p)-*JT 1 (y, 0 ( P )) 

等于迭合同态 

n y ， P )' - (Y if ( p ) ) - -^^1 (y ,9 ( p )), 

其中 y 是 Y 内由 V ( s )= F ( p , s ) 给出的连结/⑻与 fiT ( p ) 的道路. 
证明设 a 为 X 內以 p 为基点的一条环道，由定义 

9 *« a »=<9 oay , 
y + /*« a »=< y - 1 .(/ oa ). y >. 

因此,必需证明环道 …与 ( V - 1 * (/ oa )). y 相对于 {0,1} 同伦 • 


goa ffoa 



CO (b) 

图 6.9 

考虑按 G ( s ,*)= F ( a ⑻， t ) 而定义的映射 G ：/ x /-> y . 它在 
/ X /的边上如图 5 . 9( a ) 所表明.用 G 我们造出以上两个环道之 
间的同论 H . IxI ^ Y , 它在正方形上的实况如图 5.9( h ) 所示，而 
精确的定义可以按下式写出： 
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H(s ， f> 


y (l —4s), 

r Us + t—\ \ 

G ( 3 K 1 ，,， 

y (2s—l ) ， 


l—i 

— —, 




1+t 




如常，我们依靠焊接引理 （4.6) 可看出 C 与 H 都连续. 

(5.18) 定理若两个道路连通空间有相同的同伦型，则它们 
有同构的基本群. 

证明在这个证明中要小心对待基点.已经给了空间与映射 


f 

，~ -V 

、/ 

9 


满足 o /， i Y 二/ off •选取含于 p ( y ) 的一点 pex 作为基点， 

F G 

比如说 p=s (?). 我们要证明 /* :巧(义， p ) —a ( y ,/ (?)) 为同构. 

设 y 为 X 內由/⑷二/^…给出的连结口与 5/( P ) 的道路， 
定理 （5.17) 给出 

{g q f ) ,gf { p )) , 

这表示说 ( So 为同构，但⑺ o /), 为迭合同态 

n iO ^ , v ) — ^ n i ,f ( p )) — -+^1 ,sf ( p ) t 

因此 /* 是一对一的. 

证明 /* 满，也按类似的方式进行.设 a 为 Y 內按 cr (s) = 
G (々, s ) 定义的连结 q 到 /(P) 的道路.按定理 （5,17) 

(/ o S) * = %: 〜 (Y,q) — (YJ(p)) f 
因此， （/ oflU 为间构.但 (/ o 0 U 为迭合同态 

九 1 (7 ,<7) — ： -->Jti (X ,p) ―― (Y ，/ (p)) , 

由此看出 /* 为满同态，因此，八为同构， . 

利用上面的结果，还可以从我们已经作过的计算挤出多一点 
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的讯息 • M 6 biu S 带、 圆 柱面、有针孔的平面£ 2 — {0}, 以及实心 
环， 都与圆 周有相同的同伦墊，从而都以 Z 为它们的基本群* 
■一 {0} 可形变收缩为&- 1 ，因此，当 n>3 时为单连通空间. 

空间 X 叫作可缩，假如恒等映射 lx 同伦于在 X 某点处的常 
値映射. 

(5,19) 定理 （ a ) 空间为可缩，当而且仅当它与一点有相同 
的同伦型；（1>)可缩空间是单连通的； （ c ) 任意两个映入可缩 
空间的映射同伦； （ d) 若 X 可缩，则 l x 同伦于点 * 处的 常值映 
射为任意点. 

证明 （ a ) 对于)?€义，以4表示在 P 点处的常値映射，表 
示 { P } 到 X 的含入 映射. 若 lx 同伦于则映射 



表明;5：与一点有相同的同 伦型. 反之，若已给映射 



满足0。 f ^ lx , 则同伦于点 p = 0( a ) 处的常値映射 • 

( h ) 若 l x 二 c p , 道路 y ( s )=_ F ( x , s ) 连结工到 ？ .因此， X 是 

F 

道路连通的①.然后用定理 (5.18) 即可. 

⑻若1户 c p ， 则对于映射(:有 

/= i x o f=c p o f 二 c f o g=i x o g— 9 m 
( d ) 假设 将 ( c ) 应用于映射 e P / a : : X - 

欧氏空间內的任何凸集为可缩，很容易想像怎样把恒等映射 
(沿着直线)形变到任意一点处的常値映射.但是，这个例子不应 
使人们盲目乐观 • 当使恒等映射 lx ‘同伦到’常値映射~时,可能 

①若 X 与 Y 有相同的同伦型 ， 3 WX 道路连通，当而且仅当 y 道路连通， 
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在伦移的过程中被迫令点 P 移动，也就是说，可能不存在从1尤到 
4相对于 { P } 的伦移.例如，取图 5. 10的“篦式空间”作为 X ，取 
点 P 为点 (0,1/2). 则不存在使 P 保持不动的从 lx 到4的伦移 
(何故但是我们可把每个篦齿铅直地收缩到 x 轴上的区间 
[0，1]，然后将这个区间收缩到0:这表明 U 同伦于心，将0顺着 
轴运动到 P 就完成了 lx 到4的伦移. 


对于 n =1,2,3,…，箄子有一个 
“齿”连接 ( i , C ) 到(去,+)，以 
及连接 （ o , o > ?ij(o ， y) 


囲 6.10 

有些可缩空间粗看起来不那么像 
是可缩的，如果将三角形的三边如图 
5. 11那样粘合，便得到一个“蜷帽”式 
的空间，虽然看起来沒有显然的方式 
缩为一点，但是这个蜷帽是可缩空间 
(习题27,28>, 

图 5.H 

习 埋 

24. 若 X 二 y ， X ' d 、 证明还证明对 
于任何空间 x ， cx 为可缩. 

25. 证明穿孔的环面可形变收缩到碰于一点的两个圆周. 

26. 考虑下列将圆周 c 嵌入于曲面 S 的例子* 

(a) S=M6bius 带， C = 边界圆周, 
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( b ) 环面， 

c = 对角圆周 ={ ( JC ， 扪 € & x P I 

( c ) &=圆 柱面，（?=边界圆周.之 一. 

在毎个情形，选择一个基点在 C 內，描写 C 与5 ■的 基本群的生成 
元，幷利用这些生成元写出 C 到5 1 的含入映射所诱导的基本群同 

态. 

27. 证明若是同论的连续映射，则用/与用 0 将 
圆盘贴附到 X 所得的空间是同铊等价的> 換句话说， 

Xu jD=X\J g D. 

28. 用习题 27 以及 5.1 节所给的关于同伦的第三个例子，证 
明“蜷帽”与圆盘有相同的同论型，从而为可缩. 

29. 证明图 5. 12 所画出的有两间屋的房子是可缩的， 



30. 详细证明圆柱面与 Mobius 带都具有圆周的同伦型. 

31. 设 X 为图 5. 10所示的篦式空间，证明 X 的恒等映射不相 
对于 { P } 同伦于 P 点处的常値映射. 

32. (代数基本 定理) 按下述方式证明具有复系数而不等于常 
数的多项式在 C 內有一 个根. 显然可以取最髙次项系数为1 , 所 
以可以令 
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p(s) 二 … +a' + a 0 . 

在 Pk ) 永不为 0 的假设下，对于每个非负实数 f ， 按照 / t (幻= 
p ( t 2)/| p ( f Z )[ 定义一个映射 S \ 证明任意两个这样的映 
射同伦.注意八为常値映射，而当 t 足够大时， / t 同伦于函数 
由此产生矛盾， 

5,5 Brouwer 不动点定理 

我们迄今为止所建立起来的一套设施的第一个应用是 著名的 
关于连续映射不动点的 L . E . J . Brouwer 定理.这个定理说，（任 
意维 袅的） 球体到自身的连续映射必定至少使一点保持不劲.由 
于下面就要看淸楚的 原因， 现在我们还不能就这么广泛的程度进 
行讨论.我们将在球体维数不超过2的假设下证明 Brouwer 不动 
点定理，至于一般情形，则要留待第8章的定理 （8.14). 

维数 1 的证明 除了差一个同胚，我们可以将任何 1- 维球体 
用单位区间[0，1]来代替.需要证明的是，若 /:/-/ 连续，则必 
有一点丈€/,满足 /( x )= x . 若不然，则 

i={xei\f(x)<x}\j{xei\f(x)>x} t 

但/(1)<1，/(0)>0,所以上式等号右端的两个集合都非空，幷 
由/的连续性立即推知它们都是 开集，由于/ 是连通的，这就引 
出矛盾. 

与这个论证略微不同，但便于与高维情形联系的一个变体如 
下所述 • 仍然假定定理的结论不眞，定义 0:/—{0,1} 按照 5( 幻 
=0，当/(；«)>々 5(^ = 1，当 / ooo . 则5的连续性从/的 
连续性导出，幷且由于 s(0)=0, 5(1) =1 ， 故 5 为满映射•这 
再次与7的连通性矛盾， 

维数 2 的证明 取平面上的单位圆盘作为标准的2•■维球体， 
幷假定有一个连续映射 f ： D-*D 沒有不动点 • 模仿前一个证明， 
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对于每一点*引从 /( 幻到 r (方 
向是重要的）的线段，延长直到与 
单位圆周 c 相交（图5.13)»令* 
对应于这个交点定义了一个映射 
9： D ^ C . /的连续性保证了 S 
为连续，幷且按作法知，0 00 
对于一切 xGC 成立. 

人们或许可以强烈地咸觉 
® 5.13 到， 一 个映射如若限制 

在 C 上为恒等映射，必然要把 D 撕破,因此，不可能连续.在 1- 维 
情形通过比较/的连通性与 {0,1} 的不连通性而引出矛盾.现 
在与 C 都连通，因此，完全相同的论证在此地行不通.但是， 

D 是单连通的，而 C 具有墓本群 Z ， 于是，可以通过论证诱导同 
态必需是满同态而引出矛盾. 

取点 P =(1，0) 同时作为 C 与 D 的基点，幷记 C 到 D 的含入 
映射为 i ： C->D. 空间与连续映射 C 一 U D—%C 给出群与同 
态 

兀 i(C ， p) (D, p) *7T 1 ( C, P ). 

对于一切 xec ， 有 0 O i ( x )= x ， 因此， «* 为恒等同态，于是 
0* 必为满同态.但 '( Ap ) 平凡，而因此得到 
矛盾，所以 Brouwer 不动点定理在2-维的情形必然成立. 


以上的论证最好地显示了代数与拓扑之间的相互作用.原来 
的几何问题是困难的，但是一旦翻译成了代数问题，只用非常茼单 
的思想就解决了问题.注意定理 (5.7) 的重要性，有了它使我们可 
以将同态 5*01* 等同于 (0 o i ) *. 对于维数大于2的球体也可同 
样进行论证，不过不能用基本群来达到目的，因为 n - 维球体的 
边界〃当 n >2 时是单连通的，这时要用同调群来代替；见第 


8章. 

若 A 是 X 的子空间，且 A 是连续映射，满足以4=1心 
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则 P 叫作从 X 到 A 的一个收缩映射.用这个术语，上面的证明要 
旨在于指出圆盘不能收缩映射到它的边界圆周上去.收缩映射的 
重要性质是它诱导 了基本 群的满同态. （证明如前，只不过将 D 
与 c 分别換为 X 与 A ， 点 p 则取作 A 的一点 .） 

习 题 

称空间 X 具有不动点性质，假如 X 到自身的任何连续映射有 
不动点. 

33. 下列空间中的哪一些具有不动点性质？ （ a ) 2-维球面 j 
0>)环面； （ c ) 单位 圆盘的 內部； （ d ) 碰 在一点的两个 圆周. 

34. 设 X 与 y 具有相同的同伦型，幷且 X 具有不动点性质， Y 
是否也有不动点性质？若 X 到子 空间/ 有收缩映射，而乂具有不 
动点性质，夂是否也有呢？ 

35. 证明若 X 具有不动点性质，幷且 X 有收缩映射到子空间 
X ，则 A 也有不动点性质.导出习题29中‘有两间屋的房子’具有 
不动点性质. 

36. 设/是从一个紧致度量空间到自身的，沒有不动点的连 
续映射.证明：存在正数 e ， 使得对于空间的每一个点 x , 有 

37. £"中的单位闭球体除去点（1，0, •••,()） 后是否具 
有不动点性质？ 

38. 证明 x 与 y 的一点幷集（即两个空间碰在一点）具有不动 
点性质，当而且仅当 X 与 Y 都具有不动点性质. 

39. 如果在不动点性质的定义中把“连续映射”換为“同胚”， 
对习题33与37有什么影响？ 

5.B 平面的分离 

我们说空间 X 的子集 A 分离 X ，假如 X - A 具有比一个多 
的连通分支 • 在这一节，我们要证明两个关于平面的分离 定理： 
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(5.20) 定璉若 / 为 £ 2 内同胚于圆周的子空问，则 / 分鸨 

(5.21) 定理 若 A 为 £ 2 内同胚于闭区间 [0,1] 的 子 空间， 

则 A 不分离 

同胚于圆周的子空间 J ^ E 2 通常叫作 Jordan 曲线，或简单 
闭曲线. 同胚于 [0,1] 的子空间叫作弧. 若 是 Jordan 曲 
线， 则— /( 如同人们所期望)有 恰好两 个连通分支，一个有界 
的，一个无界的，而/是它们的公共边界，这就是著名的 Jordan 曲 
线定理，关于它的详细讨论可以参照 M U nk res [ iO ] 与 Wall [12]. 
这里我们将滿足于定理 (5,2 C ) 的较弱的结论，不过在习题中对于 
由直线段拼成的曲线给出较强的结果. 

定理 （5.20) 的证明 将£ 2 等同于£ 3 內由方程2 = 0所决定 
的平面，幷且用&表示£ 3 內的单位球面.设 A 为从 P 到& 
一 {(0,0,1)} 的一 个同胚 ，选择一点 P 6 A (/)， 幷且选定一个同胚 
{p} . 

置！^^、“/)-^});则 L 为£ 2 內同胚于实数轴的一个 
闲集.我们想像 L 是平面內一条两端伸向无穷的曲线（图 5 .14) * 
不难验证 P — 人 S ^- hU ), 以及 P — i 都具有相同数目的连通 
分支，我们将证明 — I 不连 通而完成定理 (5,20) 的证 明①， 


< 0 , 0 , 1 > 



.图 5.14 

①这里用了 Doyle [24] 的一个论证 • 
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设若 E ^- L 连通，我们来引出一个矛盾.[在 P 內是闭集， 
因此按定理 (3.30)£ 2 - L 是道路连通的.令// + ，分别表示 
由 S >0, 2 <0 所确定£ 3 內的开半空间，幷且置 

{ ( x f y , z ) [ ( x , y ) - 1 <«< 0 }, 

I (x f t/) e^-L,0^z<l}. 

则 [； UV =£ a — _ L ， 而 Unv 同胚于 (£2- L ) X (-1,1), 后者是 
一个道路连通空间，又 U 与 V 都是单连通的，因为任何环道可以 
铅直地推入 H + 或者 H _， 然后再形变为一点.于是定理 （5.12) 
吿诉我们五 3 — L 为单连通.为了能引出一个矛盾，从而完成定 
理 （5.20) 的证明，我们将用下面的引理， 

(5.22) 引理 存在同胚 使得轴. 

—旦证明了这个引理，就可引出矛盾 如下： 按引理 ，— i 
同胚于£ 3 — （2 轴）， 后者又同伦等价于£ 2 — {0}. 从而 
7l 1 ( E 3 — L ) (£2 — {0}) = Z , 

这与上面所作的计算矛盾. 

引理 （5.22) 的证明 选定一个同胚 /: L — £1，幷考虑 E 3 的 

子集 

Li~{{x,y,f{x,y)) | (x, y)^L}, 


这是 £： 3 內的一个闭集， 
幷且是一条铅直地位于 
L “上方”的曲线，它与 
每张水芊平面恰好交于 
一点.证明的思想是先 
将 L 的点铅直地挪动到 
L u 然后将 A 水平地 
推动使之到达 > 轴（图 
5.15) • 



133 



然而我们必需用一个在整个 P 上定义的同胚来作到这一 
点.用 Tietze 扩张定理 (2.)5) 将扩张为连续映射 
幷按照 

Z) = (jc,y，2 + g(x, 抝） 

定义 /t i: £3 ―£ 3 ,则/^是同胚，幷且; ML) =1^.令 
h 2 (x,y,z) = (x-~f-Uz) xr y-f~ l (2) yr z ) 9 
其中 U - Hz ) x , f ~ Hz ) y ) 是广 1 ⑷在£ 2 內的坐标.于是\也是 
同胚，幷且 A 2 (A) 为2轴. 最后，定义11=/1 20 卜. 则 ft 为同胚， 
幷且 _是 z 轴，满足我们的要求，这就完成了定理 (5.20) 的证 
明. 、 

定理 (5.21) 的证明 设若 E ^- A 的连通分支不止一个.由于 
A 紧致，从而是有界的，— A 有唯一的一个无界连通分支.设 
K 为 P —A 的一个有界连通分支.选取一个足够大的以原点为 
中心的圆盘 D， 使得 AUK 包含于 D 的內部.设 peK ， 幷且设 
r ： D -{ p }^ 为沿着联结 p 与边界圆周&上各点直线而作的收 
缩映射•令 

f-r\D-K ： D-K^S\ 

考虑 h = r \ A ： A -* S \ 由于 A 同胚于 [0,1], 可以用引理 
<5.10) 提升&为映射 [ : A 一尺，满足 noh - h f 这里 Jt: /<— Si 

为指数 映射. 按 Ti e 、t Z e 扩张引理， K 扩张为连续映射士 
及 •令 ~ 

g=n o g : 4U 冗一►夕 1 . 

我们的意图是焊接 f 与9 而给出一个映射 / U / 

与5确实在 A 上重合 一致； 问题只在于 /UP 是否连续.欧氏空 
间开子集的连通分支必为开集，因 此夂是 开集.于是 D —凡是 £> 
的@集.其次，兀的闭包不能与 P —A 的其它连通分支相交，因 
此 fgAul 由于/ 显然是 D 內的闭集，可见 AUA ■在 D 內闭 • 
按焊接引理， /U 0:乃—&连续.但是， /Uff(x)=/(x)=x ，对于 
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一切成立，換句话说， /U 9是收缩映射.我们在 5. 5节曾 
看到不存在从圆盘到它的边界圆周上的收缩映射，于是就得到了 
矛盾， 


习 理 

40. 设 A 为的紧致 子集. 钲明— A 恰好有一个无界的 
连通分支， 

41. 设/为平面內由线段所构成的 Jordan 曲线：在 E^-J 
的无界分支内选取一点 P ，它不在任何由/內线段延长而得的直 
线上，对于任意一点托£ 2 —/，称 X 在/以內（外），假如连结 P 到 
^的线段穿过/奇（偶）数次.证明/恰好有两个连通分支，即在 
J 以內的点所构成的集合与以外的点所成的集合. 

42. 设 /为平 面內由线段所构成的 Jordan 曲线， X 为/ 的 
有界连通分支的闭包. 证明： 延长/ 的各 个边可以将 X 分割成若 
干个凸域，然后将这些区域剖分成三角形，关于三角形的数目作 
归纳而证明 X 同胚于圆盘. 

43. 作了习题42之后，证明存在平面的自同胚将/映为单位 
圆周， （这是关于由线段组成的 Jordan 曲线的 Schonflies 定理， 
这个定理对于一般 Jordan 曲线都成立，但证明起来难得多 •） 

44. 若/为平面上的 Jordan 曲线，用定理 （5,21) 证明 
的任何连通分支的边界是 /. 

45. 举例说明平面上有那样的子集，它与圆周有相同的同伦 
型，将平面分离成两个连通分支，但不是这两个连通分支之中任 
何一个的边界. 

46. 在环面与射影平面上举出简单闭曲线分离曲面的例子， 
以及不分离曲面的例子. 

47. 设 X 为平面上同胚于圆盘的子空间.推广定理 (5.21) 的 
论证，证 明夂不 能分离平面. 

48. 设 叉旣连 通又局部道路连通，证明连续映射々可 
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以提升为连续映射 7 :(換句话说，> 继之以指数映射正是 
/)，当而且仅当诱导同态为零 同态， 

5.7 曲面的边界 

所谓曲面就是一个 Hausdorff 空间 S ，它的每一点有邻域， 
或者同胚于£ 2 ,或者同胚子闭的半空间图 5. 16〉. 的內部 
由所有那种点构成，它们具有同胚于心的邻域.若点有邻 
域 C /， 以及同胚使得/(0)=心则 X 叫作 <5的边界 
点；全体边界点构成5■的边界. 



S 5.16 


这些定义符合逋常直观上理解的曲面“內部”与“边界”，但我 
们必需检验同一个点不能旣在內部，又在边界上. 

(5.23) 定理曲雨的内部与边界不相交， 

证明若定理不眞，将引出矛盾.设若^旣在3：的內部，又 
在边 界上. 这表示可以找到 * 在 S 內的邻域以及同胚 
f：El~*U 9 
g ： E^V 

满足 /( C ) =3(0) = x . 选取以原点为中心，充分小的半圆盘 
Ei ， 使得令 

( f > = g~ l f ： D x -*- E 2 t 

由于/与 ff 是同胚， 0( A ) 必然是0在耵內的邻域.选取 
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以原点为中心，充分小的圆盘 D 2 q £ 2 ， 使得 02 = 0(0^. 以 
^5 2 记0 2 的边界圆周，幷令 r :£ 2 —{ o }-^ D 2 为向径投影.用 
公式表达的话，若0 2 的半径为及，幷且若—{0}，则"夕） 
= Riy /\\ y \\), r ^0( D 1 )-{ o } 上的限制是 0( O 1 )-{ o } 到犯 2 

的收缩映射，因此，应当诱导兀 {0}) 到力 （3 D 2) 的满 
同态.但 0( A ) — {0} (通过0>同胚于£>, — {()}，而容易看出后 
者是可缩的.因此， 1(0(0:) — {0}) 为平凡群，而'(扣 2 )则是无 
穷循环群.这就得到了矛盾. 

(5.24) 定理设为两个曲面之间的 同胚. 则 ft 把 
A 的内部映为心的内部，把&的边界映为&的边界. 

证明若 x 位于\的內部，我们可以找到 x 在&內的邻域 
U ， 以及同胚/:耵 — K 由于/^是同胚， A ( f /) 是 It (幻在 &內 
的邻域，幷且 A /:£ 2 —/ t (⑺为同胚.从而 h ( x ) 位 于丨的 內部， 
我们证明了 A 映 A 的內部到&的內部.同样的论证可以用于 
卜， 因此，&把 &的內 部映满 A 的內部 • 旣然曲面的內部与 
边界不相交，丨也必然把\的边界 映满& 的边界 • 这就完成了 
证明， 

(5.25) 系同胚的曲兩具有同胚的边界. 

(5.26) 系圓柱兩与 Mdbius 带不同胚. 

习 趣 

49. 用类似于定理 (5,23) 的论证，证明五 2 与不同胚. 

50. 用本节的內容证明第1章习题24中的空间 X 与 y 不同 


胚. 
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6 .单纯剖分 


6.1 空间的单纯剳分 


把全体拓扑空间作为我们讨论的对象未免过广泛.在前几 
章我们曾经看到怎样建立拓扑空间与连续映射的柚象理论，幷且 
证明了许多重要结果.但是，在这样广泛的基础上进行工作，立 


刻就会碰到两类困难.一方面，当人们试图证明具体的几何结果， 
比如像曲面的拓扑分类，曲面的纯拓扑结构（局部欧氏的）不能提 
供多少便于着手的依据> 另一方面，虽然能对很一般的拓扑空间 
定义代数的不变量，诸如基本群，但是，除非我们能对足够广泛 
的一类空间对这些不变量进行计算，它们的用处仍然显不出来. 
但如果空间可由一小块、一小块我们所熟识的空间很好地拼凑起 
来而构成，即空间是所谓可单纯剖令的空间，这两个问题都能得 


到有效的处理, 




图6,1显示我 
们所指的是什么 
样的结构.从四面 
体表面到球面的一 
个同胚给出了球面 
的一种剖分，把球 


0 6 .1 面分成四个三角 

形，三角形沿着各自的边与另外的三角形相联.作为第二个例 
子，将一个长条分画成三角形，然后将长条扭转半周，两端粘合 
(图6.2)，得到一个 M 5 bius 带，原来在长条上画出的各三角形 
构成 Mobius 带的一种“三角剖分”， 
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球面与 MAius 带都是曲面. 

它们都是二维的，因此可以用三 
角形来拼出它们的模型.对于高 
维空间，就需要相当于二维三角 
形这样的髙维砖块来砌成我们的 
建筑物， 

设为〜维欧氏-个同胚于 Mbbius 带的单纯复形 
空间£"內的点，这些点所张 S 

成的超平面由所有的那种点构成，它们可以写为线性组合 ^ 0 + 
A lUl + m + Afct ； fc ， 这里心为实数，幷且 Ai 之和等于 1. 这些点 
称为处于一般位置，假如它们的任何眞子集所张开的是一张维数 
较低的超平面.不难验证，如果我们把^"看作向量空间，则这 
个条件等价于说向量 » i - v 0 , v 2 - v 0 , — f V k - V Q 线性无关. 

对于任意4+1个处于-般位置的点 v 0 r v lf ..., v k , 包含它们 
的最小凸集叫作一个 6- 维单纯形（或单 纯形） .点 IV 。，… ，〜 
叫作这个单纯形的顶点.我们提醒读者，一点 x 落在包含点心， 
v lr -, v k 的最小凸集內，当而且仅当它可以写成线性组合 
x = ^ 0 v 0 + l l v 1 + — + X k v k , 

其中 A , •为 非负实数，幷且心+ <+"，+4 = ：1.观察最低的几个 
维数就知道： 



0-单纯形=点 


I- 单纯形=闭线段 

X -^ 

2-单纯形=彐角形 


3-单 纯形二 四面体 

V 

- 

v * 

v t 
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很自然地，单纯形有它的‘面’ • 若乂与 B 为单纯形，幷且若 B 的 
顶点集合是 A 的顶点集合的子集，则说 B 是 A 的一 个面， 记作 
B < A . 所谓单纯形“很好的”拼在一起，现在可以精确地说成 
是：如果两个单纯形相交，则它们的公共部分是一个公共面（图 
6,3), 空间叫作是可 单纯剖分的， 假如它同胚于在某个欧氏空间 
里很好的拼合起来的一组有限多个单 纯形， 现在把这个想法再稍 
微详细些陈述出来. 

( S .1) 定义 甚个欧氏空间£"内的一组有限多个单纯形叫作 
一个单纯复形，假如只要某个单純形属于这个组，它的毐个兩也 
属于这个组，好且如果组内的两个单纯形相交，则公共部分是一 
个公共面， 



我们将用冗， L 等宇母来记单纯复形，把 X ， y 保留给拓扑空 
间用 • 构成某一特定复形（我们常把单纯二字略去）的单纯形的幷 
集是欧氏空间的子集，因此可以给以子空间拓扑而成为拓扑空 
间.一个复形尺按这种方式看作一个拓扑空间时叫作一个多面 
体， 幷记作 I . 

(6.2) 定义 扣扑空间X的一个单纯剖分由一个单纯复 形 K 
与一个同胚 A : 丨尺|寸义 二者共同组成 • 

回到我们的第一个例子， X 为球面， / C 由四面体表面上的那 
些单纯形组成，而且，如果四面体像图 1.8 那样位于球面內部， 
办可以取作向径投影 • 
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要求空间可单纯剖分当然是一个很强的要求.单纯复形由在 
一个欧氏空间內的有限多个单纯形构成，因此它的多面体1 K 丨有 
许多可喜的 特性： 例如，它将是紧致的，幷且是度量空间 • 因此， 
一个拓扑空间必需具有这些性质才有可能是可剖 分的. 然而，很 
多重要的空间是可剖分的；在第7章中我们将实质性地用到这样 
一个事实，即所有的闭曲面是可单纯剖 分的. 

单纯剖分不是唯一 的①. 在三角剖分的定义中包含着选择的 
任意性，那就是单纯复形 K 的选择以及剖分同胚&的选择 • 单纯 
剖分应当看作是帮助证明某个特殊的结果或进行某类计算的一种 
辅助工具.重要的是剖分的存在，至于用的是哪一个单纯剖分往 
往无关紧要. 

环面单纯剖分的一个模型在 
图 6.4 中给出.将长方形的边按 
箭头的指示粘合可造出內的 
一个单纟屯复形，它的多面体同 
胚于 环面， 

按定义，一个单纯复形总 
是由包含于某欧氏空间 £ "內的单纯形拼成的.如果要强调欧氏 
空间的地位我们 说艽是 里的复形.（我们再强调一下， K 是 
一组单纯形而不是一个点集 • 彡将五* 1 看作中最后一个坐标 
为0的点所构成的子 空间. 可以按下述方式在 £" +1 內造出一个 
复形 CK ， 叫作尺上 的雄形 .令 " 表示 £ n+1 的点 （0, ()，•••， 0,1), 
若 A 为 £ n 內以，…，为顶点的单纯形，则点％，〃1， …， 
v k , v 处于一般位置，从而确定了五# 1 內的一个 （ t +1)- 单纯 
形.这个 a +1)- 单纯形叫作 A 到"的 联结体 • 锥形 CK 由 K 的 
单纯形，这些单纯形到 〃的联 结体，以及 0- 单纯形”本身共同组 
成. 不难验证，这一组单纯形很好地拼在一起构成一个单纯复 



①具有唯一单钝剖分的空间除了单独一点的空间之外，不再有 别的. 
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形. CA ： 也常常称为 if 到*;的联 结体. 它的多面体作为 £" +1 內 
的一个点集是 y 与 I K I 中各点的联结线段的幷集(图 6.5). 在第 
4章，我们曾定义任意拓扑空间 Y 上的锥形这两个槪念在 

下述意义之下重合一致，即 
10以与0/|是同胚的拓扑 
空间（见引理 （4.5)). 

锥形构造使得我们容易 
得到射影平面 P 的单纯剖 
分.回顾 P 可以从将一个 
Mobius 带与一个圆盘的边 
界圆周用同胚粘合而得到. 
现在我们已经用 P 內的一个单纯复形剖分了 Miibius 带，如同图 
6.2 画的那样.令 L 为 K 中的那些单绅形，它们构成 M 的边界的 
一个单纯剖分，即在我们的图上构成 K 的边棱的那十九个 1- 单纯 
形与十九个顶点.则 KUCL 是內的一个复形，它的多面体 
同胚于射影平面，这是因为 I K I 同胚于 M 而丨 CL 丨除开 一 个同胚 
以外，是一个以圆周为底的锥形，即一个圆盘.如上所定义的乙 
是子复形的一例，即它是复形 K 的一个子组，而这一组单纯形本 
身构成一个复形. 

定义复形 K 上的锥形时，需要任意选一点作为锥形的顶点. 
我们选了 外的一点以保证 K 內任何单纯形顶点集合加上这一 

点之后得到一组处于一般位置的点.但是为什么选取〃？为什么 
不选取 £" +1 — £ n 內其它的点？另一种选取将得出內另一 
组单纯形，但这一组单纯形之间相交的关系与內单纯形的相 
交关系完全类似.这就自然地引导到两个复形同构的槪念.设 K 
与 i 为复形，.不一定在同一个欧氏空间內.它们称为是同 构的， 
假如有一个一对一满映射0把 K 的顶点集合映为 L 的顶点集合， 
使得 v x , v t ,..., v s 构成 if 中某个单纯形的顶点，当而且仅当 
0 心…， 0 心是 i 中一个单纯形的顶点.复形的同构槪念与这些 
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复形所在的特殊欧氏空间，或它们的多面体怎样嵌入这些欧氏空 
间都毫不相干.只不过说明 K 与 i 在各个维数有相同数目的单纯 
形，幷且这些单纯形呈现相同的相交关系.有关同构复形最重耍 
的一件事就是它们有同胚的多兩体.试证明这 一点. （映射0只 
在夂的顶点上定义？试将它“线性地”扩张到 K 的毎个单纯形上而 
造出从|尺 | 到 | L | 的一个同胚.我们将在 6.3 节给出这个构造的 
细节 .） 若— •£"，则 K 到 y 的联结体与尺到切的联 
结体是同构的复形 （ if 的毎个顶点自己对应自己， u 对应因 
此，锥形顶点在£" +1 — 內的选择实际上沒有影响. 

再提出关于单纯复形将来要用的一两点可注意之处以结束本 
节.设 A 为 £" 內以 iva ，…，以为顶点的单 纯形. 定义 A 的內 
部由 A 的那样的点 x 所构 成： ^可写为 

A 0 y o + A 1 y 1 + — + A fc y fc , 

其中二]，幷且心都是 正数.注意当时，这个槪念与 

0 

內部的拓扑定义一致，但&年《时则不然. 

(6.3) 引埋 设尺为内的单纯复形. 

( a ) 丨 A ： 丨是内的有界闭集，从而|尺丨是紧致空间； 

( b ) | K | 的每一点位于 / f 的唯一的一个单纯形的内部； 

( e ) 如果把凡的单纯形都分开来单独地看而取并集，然后取 
粘合空间，则所得的正是1^丨； 

( d ) 若 I K I 是连通空问，则它是道路连通的. 

证明 瓦的毎个单纯形是有界 闭集. 由于 K 有限，结论00 
立即得到. 

至于(!>)，设 A 与 S 是 K 中的单纯形，它们的內部相交.由于 
尺是 复形， A 与丑必需交于一个公共面.但是一个单纯形含有內 
部点的面只可能是这个单纯形本身.因此 

关于 （ c )， 我们注意 K 的单纯形旣然是內的闭集，也就 
是丨尺丨中的闭集 • 因此，若 C 是|凡丨的子集，幷且对于 K 的任意 
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单纯形 乂， enA 是 a 內的闭集，则 cnz 必定在|尺丨內为闭集. • 
因此, 有限升 c = ihc n A| Aeif} 是！的讶 ] 集. 由此， 1 兄 1 
的闭集恰好就是那些与 k 的每个单纯形交于闭集的集合.換句话 
说， | in 具有粘合拓扑. 

最后，关于（句，设1凡|是连通的.给了 1€丨尺丨，令 乙表示 
由夂的不含有 x 的所有单纯形所构成的子复形，幷且设 e 为 x 到 
| i | 的距离. 若 S < s , 则 s ( r ，5) n 丨 / q 是道路连通的，因为这 
个集合內的任意一点可以在 K 的某个单纯形內与 X 用直线相连， 
这表示说 | Kj 是一个局部道路连通空间，于是可模仿定理 (3.30) 
的证明导出 I K 丨的道路连通性， 


习 题 

1. 造出圆柱面， Klein 瓶与双环面的单纯剖分， 

2. 补全引理 （6.3) 的证明. 

3. 若1凡|为连通空间，证明兀的任意两个顶点可用一条那 
样的道路相连结，它的像由 K 的一组顶点与棱构成. 

4. 验证 ICKI 与 C |/ q 是同胚的空间， 

5. 若义与 Y 是可剖分空间，证明 ATx Y 也可单纯剖分 • 

6. 若 K 与 i 是£«內的复形，证明是一个多面 
体. 

7. 证明 •?" 与都是可单纯剖 分的， 

8. 证明“ 蜷帽”（图 5.11) 可单纯剖分，但“篦式空间” （图 
5,10) 则不可， 

B .2 重心重分 


设尺为£"內的单纯 复形. 这一 节中我们将阐述一种构造， 
使得 K 的单纯形分 成更小 的单纯形而形 成一个 新的单纯复形 凡 1 , 
但是 P 与 7 C 有同一个多 面体. 

这个手续叫作“重心重分” •若 A 是尺的一个 单纯形，以 
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V 0 ， v ir “ ， v k 为顶点，则 z 的每点可唯一地写成 
x= ： A 0 y 0 + + ••• + A fc t/ fc , 

其中幷且所有的心是非负的.这些数心叫作点欠的 
重心坐标， A 的重心则是 

乂 二 — 十 "1 + …+ " lc ) • 

要造出凡％先对 K 添加新的顶点，即在 K 的毎个单纯形的 
重心处增设顶点.然后，从低维到高维逐步将 K 的毎个单纯形劈 
成以在这个单纯形重心处新添的顶点为尖顶的锥形•图 6.6 显示 
了这个手续. 



图 6.6 

为了要精确地定义尺 S 必需说明什么是心的单 纯形. &的 
顶点就是瓦的单纯形的重心（这包括了 &原来的顶点， a 因为 
0- 单纯形是它自己的重心).一组这样的重心，…，确 
定 p 的一个&一单纯形，当而且仅当 
1 ) 〈… 

其中整数组0,1,2,…，的一个置換.例如，上图內的重心 
A ， B ，£确定 X 1 的一个2-单纯形，回过头来在 K 中我们见到 
C < B < A , 注意若 

-A<r(0) < C- l ^cr(l) < C … *d<U ， 

则对每个/，重心义不在 Aa (。)，.. •，又 W - U 所张开的起平面 
上. 因此，乂 a ⑷ ，…， 乂叫)处于一般位置 • 
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单纯复形 K 的维数是它所含单纯形的最大维数， K 的网距 
) 是它所含单纯形的最大直径. 

(6.4) 引理 上 述的单纯形集合构成一个单纯复形，记作 
叫作凡的第 一次重心重分.凡 1 具有下列性质： 

(a) /P 的每个单纯形包含在 K 的一个单纯形内 j 
0>) Pi 二叫； 

( C ) 若的维數为《，贝 I 】 

> 证明 若 a 为 IO 的单纯形，不妨把它的顶点记作&， A ， …， 
A k , 其中 Ai 属于 K ， 且因此， cr 所有的顶点 
在 Zfc 內；于是整个 a 在 Afc 內.这就证明了性质 (0. 注意的 
任何面属于 K 1 ， 因此要证明心是单纯复形，只需验证它的单纯 
形很好地拼在一起. 

我们将关于 K 的单纯形个数作归纳法来证明 P 是复形，幷 
且满足 = 归纳起始于 /C 只含有一个顶点的情形，这时 

命题成立是显然的，设所要证的结果对一切含有少于 m 个单纯形 
的复形已经成立，幷设 K 是一个由 m 个单纯形组成的复形.在 K 
內取一个具有最高维数的单纯形 A ，将 A 从 K 內除去得到一个复 
形则I•共有 m— 1个单纯形，它的多面体是从 |K| 除去 A 的 
內部而得的拓扑空间.按归纳假设， D 是单纯复形，幷且 IP 丨 =- 
I L \, 我们需要寶虑 /n 內不属于 L1 的勞 气形 •设/是这 △ 样一个 
单纯形 P 不等于义>，将7的顶夸命&名为又义，这里 
— 顶点、， A， …， Afc-i 确定 的一个面I， 

它是 D 的一个成员，幷且 r = orD|L 1 |. 因此，如果 a 与 JLi 的 
—个单纯形相交，必定交于 t 的一个面，由此也是交于=自己的一 
个面. 设 〆 是凡的另一个单纯形（也不是顶点2)，幷且如 
前定义则若 r 与V相交，必交于公共面（因为 Li 是一个复 
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形）.在这个情形， r ru ' 的顶点与 i 共同决定了 <7与 V 的一个 a 公 
共面，正好是若 r 与 W 不相交，则 or 与 V 交于顶点 
因此夂 1 是单纯复形. 

旣然 P 的毎个单纯形包含于 X 的一个单纯形，便知|心丨。 
1^1?我们来证反方向的包含关系.设 xG A | iq ， 幷且设 A 为包 
含 x 于內部的 f 个唯一的单纯形.若则当然 
若不然，连结 A 到^的直线，延长直到与 A 的一个面相交.交点 
设为 y . 则 y e 丨= | Li 丨，因此夕€ r , t 是 li 的某个单纯形. 
r 的全体顶点与 A 共同确定 in 的一个包含 X 的单纯形*由此 
l ^ i , 我们于是证明了 | P |= |/ n ， 这就是性质 （ b ). 

剩下只需验证性质 ( O , 首先应看&到一 a 个单纯形的直径就是 
它的最长棱的长度.设 a 是內以义与&为顶点的一条棱，幷 
设 5< A . 则0■包含于设: A 是&维的，则有 

a 的长度的直 径〉 

< - ( A 的直径） 

因此 

归纳地定义 K 的第 m 次重心 
竄分尺 m 为 尺"=(凡" 1 - 1 ) 1 .图6,7 
显示当 K 由一个2维单纯形以及 
它所有的面组成时的引理 
(6.4) 的性质 （ c ) 吿诉我们，当 m 
取的相当大时，里单纯形的 
直径可任意小， 



图 6*7 
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习 m 

9. 养成对 3 -单纯形第一次重心重分的直观像能力， 

10. 设沒为 ！K| 的开复盖.证明存在重心重分 A：% 使得对 
于的任意顶点《存在殳內的开集它包含里所有的以 
v 为一个顶点的单纯形. 

11. 设 i 为 K 的子复形，令 W 为 P 內符合下列要求的一组 
单 纯形： 单纯形 B 属于#，假如可以找到 P 的一个单纯形 C*， 
使得 B 与 C 的顶点共同确定的一个单纯形.证明 W 是的子 
复合形，幷且是在內的一个邻域. 

12. 利用习题11的构造证明，若 x 为可剖分空间， y 是X 
的子空间，幷且X的某单纯剖分的子复形给出 y 的一个单纯剖 
分，则把 y 缩为一点而从 夂得到 的空间是可剖分的， 

6.3 单纯邏近 

设X , 7是拓扑空间，具有单纯剖分 h ： \K]^X,k ： \L\^Y. 
则任何连续映射自动地诱导了连续映射 
k~^fh ： \K\-*\L\. 

多面体之间有一类容易对付的特殊映射，就是所谓单纯映射，它 
把单纯形映为单纯形，幷在每个单纯形上是线性的.在许多问题 
当中，例如计算可剖分空间的基本群时，很重要的一点是能用单 
纯映射来逼近已给的连续射映.我们要选取的逼近将是足够接近 
于已给的连续映射，使得它们是同伦的；也就是说，单纯逼近可 
以连续地形变到原来的连续映射， 

(6.5) 定义设疋与 i 为单纯复合形.块射叫 
作单纯缺射，假如它把 K 的每个单纯形线性地映满 i 的某个单纯 
形. 

把这个定义洋细地写 出来： 若4是 K 的一个单纯形，我们要 
求 s(A) 是 L 的一个单纯形；线性要求是说，若 A 以以八 ，… ，4 
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为顶点，_且若 W A 为点 x 二; Vj … + Apfc， 共 中心非 

负， 幷且土心=1，则 s(x) 用 s(A) 的顶点表示出来将是 
0 

S(x) =z^ 0 S(V 0 ) +A 1 s(v 1 ) + … + AfcS(t^). 

注意 S( a ) 的维数可能低于 A (我们不要求 s 是一对一的），这时 
s(w。）， …， s (y fc ) 不一定互异. 

很淸楚，单纯映射是连续的，这是因为两个单纯形之间的线 
性映射是连续的，再利用焊接引理 (4. S ) 就得到单纯映射的连续 

性. 

由于在 K 的每个单纯形上是线性的，一旦我们知道单纯映射 
S 在凡的顶点上的定义， S 就完全确定了.事实上，如果从 K 的 
顶点集合到 i 的顶点集合有一个映射 S 具有这样的性质，即若 
v o , v i ,' , ', v k 确定 K 的一个单纯形，则 s(y 0 ) ,s(t^) , s(i^ 确定 
L 的一个单纯形，则 s 可以线性地扩张到 JC 的毎个单纯形上，从 
而给出一个单纯映射 —AI. 特别，从$到 i 的一个同构按 
这种方式扩张为凡的多面体到 L 的多面体的一个单纯同胚， 

设/: 1 jq — 1 4是多面体之间的连续映射，对于点 xe \ K \, 
点 /(x) 落在 i 內唯一的一个单纯形的內部.把这个单纯形叫作 
/(x) 的承载形. 

(6. S ) 定义单纯映射5: |尺|->|1|叫作是 / : 1 A "|- HL | 的单 
纯逼近，假如对于每个 | K |， S ( x ) 在 /( x ) 的承载形内. 

注意若 s 单纯地逼近/ ;则 s 与/同儉.这从定义可以直接 
推出. 因为若X 在內，令 ></—£■ •为按照 
F(x,t) = (l-f)s(x) +tf(x) 

定义的直线同伦.对于任意一点我们知道 i 的某个单纯 
形包含了 s(x) 与/、00,而单纯形是凸集，对于 0<f<l， 所有的点 
(1 一 f)s(x)+(/(*) 必定都在这个单纯形內.因此， F 的像在 
內， i 7 是一个从 s 到/的伦移. 

单纯逼近幷不总是存在(见下面的例 （6.8)). 但是，如果我 
们打算把 K 換成一个适当的重心重分则可以保证单纯逼近 
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存在, 


(6.7) 单纯逼近定理设/:丨以 


— 为多雨体之问的连续映射.若 
m 取的适当大则 f :\ K -\^\ L \ 有单 
纯逼近 

(6.8) 例子设 |凡| = |[| = [0, 
图 6.8 1]， K 在0，1/3，1处有顶点， i 在0, 

2/3,1处（图6 .8). 设已给的连续映射/: ! | L | 为/( X 〉 

则 | L | 不允许有单纯逼近 .因 为若 — | Lj 单纯逼 
近/，则在 i 各顶点的反像上 s 必需与 /— 致，即 s (0) 二 0, s ( l ) 
=1. 但 s 是单纯映射，所以必需有 s ( l /3) =2/3. 因此， s 把线 
段 [0 ， 1/3] 线性地映满 [0 ， 2/3] ，把 [1/3,1] 线性地映满 [2/3,1]. 
现在已经有矛盾，因为 /(1/2) 的承载形是[0,2/3]，而这个区间 
不包含 s (1/2). 同理可证 1( 

沒有单纯逼近.但是，/：1^ 2 |-> 

确实存在单纯逼近，图 6. 9就给出 ' 

了一个，读者可试找出另外的单纯逼 P 
近，从而说明单纯逼近不是唯一的， 

定理 （6.7) 的证明需要一条引 | 

理.设 K 是一个复形， r 为 K 的一个 
顶点. 〃在 K 中的开星形是以^为顶 , 0 

点的各单纯形的內部之幷.它是图 6.9 


參兔性地映为 fy ， i ] 
映为+ 

线性地映为 


映为0 


ii 


/{*)=** 


n 




的一个开子集，用 8 1打(1；，/0来记（图6.10), 

(6.9) 引理单纯复形 K 的顶点* V h ， …，〜张成 K 的一个单 
纯形（也就是说，它们是后者的顶点），当而且仅当它们的开星形 
之交祚空. 

证明若，…，以是 K 里单纯形 A 的顶点，则 A 的整个 

內部都包含于 sta r ( V< , JO ,0«^： •反之，若 xe hstar ( t >, ‘，幻，幷 

0 

设 A 为 X 的承载形.按开星形的定义，毎个。必需是 A 的一个 
顶点，因此，…，4张成 A 的某个面. 

定理 （ S .7) 的证明先考虑定理的一个特別情形，即用不着 
把 K 的单纯形分裂的情形.假定对于 K 的毎个顶点《，可以找到 
L 的顶点〃满足包含关系 

/(star (u,K))^star(v,L), (*) 

定义从 K 的顶点集合到 L 的顶点集合的一个映射 s 按照 s ( u ) 二 
心 弓 i 理 (6.9) 与包含关系 （*) 蕴含若张成 K 的一个 
单纯形，则它们的像3(» |) ), 3 (4),_"，5(1^)张成1 ( 的一个单纯 
形.因此，可以把 s 线性地扩张到 iC 的毎个单纯形上给出一个单 
纯映射这个映射 s 就是/的一个单纯逼近.因为 
对于的任意一 点*， 令、心 ，… ，叫记^的承载形的顶点， 
则 

*€ristar(u { ,A：). 

0 

因此按包含关系（*〉我们有 

fix) e nsta r (s(Uj) ,1). 
o 

这表示说/00在 i 中的承载形以 s ( u 。）， S ( U ,) ,…， s ( Ufc ) 所张成的 
单纯形为它的面，因此，必定包含点 s ( x ). 

为了证明定理的一般情形，只需证明将艽換成适当的重心重 
分夂 "■可 以使包含关系 （*) 成立 • i 各顶点的开星形构成|乙|的 
一个开复盖.由于连续，这些开集在/之下的反像 
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构成 I if I 的一个开复盖.设 《为达 个开复盖的 Lebesgue 数 （|jq 
是紧致度量空间，所以可用1^心¥1^引理(3.11))，幷且取 m 充 
分大使得 M ( K ra )<5/2. 对于的任意一个顶点 u ,它在內 
的开星形具有直径<5，因此， 

star ( u , if m ) c =/-»( star ( y , L )) 

对于 i 的某个顶点〃成立，这正是我们所要的.这就完成了证 

明. 

单纯逼近定理将在下一节计算基本群时用到，幷将在第8章 
中用来证明空间的所谓同调群是拓扑不变的. 

习 题 

13. 用单纯逼近定理证明 n - 维球面，当 n >2 时为单连通 

的. 

14. 若 AKmj ， 证明从5^到<^的任何连续映射是零侩的； 
对于从 P 到-的映射情况也是如此. 

15. 证明对于任何 m ，从 | JC | 到 | L | 的单纯映射诱导从 | / C m j 
到 IP 丨的单纯映射. 

16. 若5 : |以|~>|1| 单纯地逼近 f ：| I -| 
单纯地逼近 5 : | L " 卜 | M |， 证明/…卜 | M | 是 

| M 1 的单纯逼近. 

17. 若 Pi 是单纯映射，证明/的不动点集合是 P 
的一个子复形的多面体，但不一定是 K 的子复形所对应的多 面体， 

18. 用单纯逼近定理证明从一个多面体到另一个多面体的 
连续映射同伦类所成的集合为可数集. 

19. 试一读 Maunder [18] 所给出对 Brouwer 不动点定理 
的一个精悍的证明；这个证明归功于 M.W.Hirsch. 

G .4 复形的椟道群 

在第 5 章中我们曾计算了少数几个空间的基本群> 我们的计 
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算方法对那几个例子虽然有效，不过可以说只是作了就事论事的 
具体考虑.如果限于可剖分空间，则可以产生一套系统化的方 
法.我们将要阐明怎样从空间的一种单纯剖分找出基本群的生成 
元与关系①. 

设 X 为道路连通可剖分空间，取一个特定的单纯剖分 h:\K\ 
幷以/ I 代替我们可以随意这样作，因为基本群是拓 
扑不变的），多面体的有利之处在于基本群每个成员可以用 
由 K 的棱组成的环道来代表.用这种‘棱环道’我们将构作一个 
群，叫作复形 K 的棱道群，这个群可以计算，幷且同构于 |尺1 的 
基本群. 

复形 if 的一个 稜道路 是一叙列顶点 ，…， 以，其中每相邻 
的一对1^ +1 张成凡的一个单纯形.由于技术上的原因，允许 
h = 的情况出现；如果施用单纯映射于棱道路，我们希望所 
得的结果仍是一条椟道路，即使经过单纯映射以后相邻的顶点被 
粘合. 若 则得到 一条以 t ； 为基点的後环遠. 定义 K 
的棱道群还需要同伦槪念的一种单纯式的变体，两条棱道看作是 
等价的， 假如可以通过有限多次下述类型的运算从一个变到另一 
个.若三个顶点 "，心 阳张成 X 的一个单纯形，则当它们在一条棱 
道內紧挨着出现时，可以用 my 这一对顼点来代替；或者用 
来代替某一条棱道里出现的 1^( 用几何的话说就是三角形的两边 
与第三边可以互換,除去或添上重复往返的棱；见图 6.11), 除此 
之外，还允许将重复的顶点⑽与《互換. 

棱道路 v 0 , v lt ^ f v k 的等价类记作{〃。，心, …， 以},不难验证， 
在乘法 

{w l —v k _ 1 v} • l v } — { vv l' , ， v k-l vw l 

之下， 以〃 为基点的棱环道等价类全体构成一个群.单位元素是 
等价类 {0 ，的逆元素是等价类达就是 

①为本节所需要的，有关生成元与关系，自由群与自由乘积方面的内容全都搜 
集在书末的附 录里. 
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等价于 



图 6.11 


K 的以^为基点的稜道群，记作 £( A >). 

(6.10>定理 £( K,tO 同构于 A (|^|， tO . 

证明 K 的毎个棱环道可以看作为 PI 的一个环道，这样就 
得到一个映射中：£#，〃)确切地说，对于棱环道 
将单位区间/等分为&段，令 
a(0)=a(l) = y, a (»'//：) —v i} l<i^—l. 

幷将 cx 线性地扩张为映射 a ：/-| A |. 则 a 是 I if I 內基于点 t ； 的 
环道.由于等价的棱环道显然给出同伦的环道，可定义 

0({^i-y fc _,y})=<a>. 

不难看出0是同态. 

为要证明0是满映射，设已给一条以〃为基点的环道 a : J -* 
1^1. 把/看作是复合形乙的多面体，这 i 由 1- 单纯形 [0,1] 与 
它的两个顶点 构成. 运用单纯逼近定理产生一个同伦于 a 的单纯 
映射 — 的顶点是点 i /2 m ，0< i <2", 而 s 给出了兀 
的椟环道 yiV ’ iV "—' ，其中 Vi ~ s { i / 2 m ) ,1^1 <2"-1•按作法有 
0 ({w 1 ."y 2 «_ 1 y}) =<s> = <a\ 

要完成证明还必需证明0是一对一的•设 VV ^. Vj ,^ 为棱 
环道，幷设它看作的环道时是一条零伦的环道 a . 我们必需 
证明等价于由单独一个顶点 v 所构成的棱环道.由 
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于 a 零伦，我们有论移满足 
F ( s ,0) = a ( s ) , 0 < s < l , 

幷且把正方形的其余三边送到 
v • 把/ X /看作是图 6. 12所画 
复形 L 的多面体，其中 aj ，<7, 

4表示正方形的四个角顶，力为 
点 ( i / tO ) ，幷且注意 F ( ai ) = v if 

棱道路 aa 1 a 2 —« E fc _ 1 <i 与 abed 
显然在 I * 內等价.如果我们取 i 
的重心重分 i m ， 就得到內的 m 6.12 

两条棱道，它们是在原来棱道的每两个顶点之间添人 2" ■ —1个顶 
点而得到的.把这两条新的道路记作民与 A 以免引进过多的记 
号，可关于 m 归纳地 验证尽 与足在 L " 丙等价（习题21)， 

按单纯逼近定理有重心重分以及 F : | Z / 1 1 - H 兀 I 的单纯逼 
近 |/ f |. 若两条棱道只相差等价定义中的一个运算，若 
我们施用单纯映射于这两条棱道，则它们的像也将相差这样一个 
运算.換旬话说，单纯映射保持棱道之间的等价关系.因此， 
仏与足在^之下的像是/^內等价的棱道. 但;？ 施用于£ 2 给出的 
是顶点〃重复 3.2 m + l 次，实际上等价于椟环道由于 
= 幷且由于$是尸的单纯逼近， A 內在 A 与 屮 +1 

之间插入的新顶点在•之下的像或为4或为 〃 i +1 , 因此，5 1 施 
用于给出的棱环道等价于 vv . v ^. v ^ v , 这就完成了证明. 

现在转到求定 E (/ C ， t ；) 的生成元与关系的问题.设1<是尺的 
子复形，它包含了 K 所有的顶点，幷且是道路连通与单连通 
的.这样的子复形总是存在的：可以用 K 的棱按下述方式造出一 
个这样的子复形尺的 1- 维子复形，其多面体道路连通幷氐单 
连通的叫作一个树形. 

(6,11) 引理一 个极大树形芑含了尺所有的 顶点， 
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证明 设 r 为九內 的极大 树形； 极大是指若为包含 r 的 
一个树形，则 = 若 r 未曾包含凡的全部顶点，则某个顶 

点"必在尺一了內.任取了的一个顶点《，幷记住|凡|是道路连 
通的，在內用一条道路连结《与由单纯逼近定理，可将 
这条道路換成一条棱道设 〃:• 是这条棱道路內属于 
F 的最后一个顶点，幷且将顶点心与张成的棱添入7 1 而 
作出一个新的子复形了'，空间 | T '| 只不过是 | T | 伸出一只角； 
KI 显然是 |rq 的形变收缩核.因此； r ' 也是树形，与 r 的极 
大性矛盾. 

假设我们已经选好了上述的子复形由于是单连通 
的， l 內的椟环道对将不起影响，因此，实际上在计算 
中可以把 l 里的单纯形忽略不计，把 K 的顶点列出如〃二"。，〜， 

… ，心，幷以 G ( JC , L ) 表示如下定义 的群： 对于在 A ： 內张成一 
个单纯形的每一对有序的顶点 v i , v 3 有一个生成元 Ai , 若 v i , v } 
张成1的单纯形，则有这个群的一个关系仍;=1，幷且对于在 K 
内张成一个单纯形的顶点 Wj ' k 有群的一个关系 3 ij 9 j k = 
9 ik * 

(6.12> 定埋 G ( A ：， L ) 同构于 £( A », 

上面对 G ( K ， L ) 的描写是为了使定理 （6.12) 的证明方便.但 
是，可以改进一些，使那些不太起作用的生成元被排除掉.注意 
置 i = 7 •给出 ffii = l ， 置 i 二得出心 i = 07}. 因此，只需对于在 
K — L 內张成一个单纯形，而且《</的那些顶点对对应以 
一个生成元.第一类关系现在是多余的，第二类关系之中起实质 
性作用的只有关系 0 i ; •仍 fc = Sifc ， 这里 i <7<^ C ， 幷且心，巧 ，〜① 

_张成尺一 L 的一个2-单 纯形. 

' 定理 (6.12) 的证明 我们要造出一对互逆的同态 


①如果顶点中的两个，比如说张成 I ■的一个单纯形，我们 
把解释为1, 
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' G(K,L)-^1 E(K,v), 

用 i 内的棱道路均连结 t ； 到凡的每个顶点〜，这'里取 E 0 二 V ， 
幷且在 G ( K ， L ) 的生成元上定义0为 

若张成 [的 一个单纯形，则是整个在 i 內的一 
条棱环道；甶于单连通，这条棱环道代表的单位元 
素，又若张成 K 的一个单纯形，则我们有 _ 

<t>i9u)<i>(.9jk)~{ E i v i v j E l l }{ E i v i v kEl 1 } 

= {EiViVjEyEjV^VkEi 1 } 

— { EiViVjVkEt 1 } 

= { EiViV k E ^} 

= 0( ffifc ). 

因此少保持 G(if . L ) 內的关系，从而定义了从 C ?( K ， iL ) 到 £(/ T , tr > 
的一个同态. 

不难验证映射 

定义了从到的同态.但是 

00 (没 ii ) = 五7 U ) =心 3 -， 

这是由 于&与 B7 1 的一对顶点张成 i 的单纯形.因此， e 中为 
恒等同构.对于任何椟环道 W k v t …我们有 

= {E 0 vv k E- k 1 }{E k v k v l E- l 1 }^{E n v n vE- 0 1 } a 

但沴0在乘积中毎项上为恒等的，因此中0为恒等同态. 

例子 

1. 设 X 为 n 个圆周碰在一点所构成的空间，即所谓 n 个圆 
周的一点幷集，或称“圆周束”，幷将毎个圆周用三角形的边界来 
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单纯剖分，幷令顶点命名如图 6. 13所示 n ==3 的情形，设 t 由备 
个三角形中含有公共顶点 " 的两条边以及所有的顶点共同构成 • 
则 ^ ( K , v ) =G (K f L ) 由 n 个元素 5 i 2 ，々 3 «, ... rffm-ma 所生成， 
幷且沒有任何关系.因此'( X )是 n 个生成元的食由群.一个圓 
周的情形得到一个生成元的自由群这与以前的计算一致. 



注意若 X 为道路连通，幷且可以用 1- 维复形剖分， 则巧 （ X > 
为自由群，因为沒有2-单纯形可用来使生成元之间产生关系. 

2 . 任何（道路连通的）可剖分空间具有有限表现的基本群， 
也就是说，这个群可以由有限多个生成元与有限多个关系给出 
(这是由于我们的复形由有限多个单纯形构成)， 

3. 五(凡，")的定义只涉及凡的顶点，棱以及三角形.因此， 
若凡(2)表示由 K 內所有的维数<2的单纯形所构成的子复形， 
则有 

这个子复形咒 (2) 叫作 K 的2 -骨架. 根据这一点观察，可以对当 
时 P 的单连通性给出十分筒洁的第二个证明. 将&用 
(« + 1)_单纯形的边界来单纯剖分，幷注意当时 ， (n + 1 )- 
单纯形与它的边界有同一的2-骨架.由于单纯形是可縮空间，单 
连通的结论立即得出》 
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4. 把 Klein 瓶用图 
6. 14所表示的复形予以单纯 
剖分，幷设 i 为阴影部分表 
示的子复形.的 1- 单 
纯形提供了 11个生成元， 

2-单纯形提供了生成元之 
间的10个关系.令^=如， 

« = ^04.顶点所张 
成的三角形给出 

9o\9n~9G^m 

換句话说 , i = 仍 5 ，这由于顶点 h 4张成 L 內的一条椟•从图6 . 14 
左侧一列看下来我们得到 

1 ~905 = 935 = 937 = 9*7* 

92^—Qzh 
l£?24 = «. 

最后两个关系合起来得到 527 = ^. 然后看最后一行剩下的那些 
三角形，得到 

U ^ = 9n~9xtf 
tut = g oi , 

u l = 9 os , 

因此，最后变成了一个单独的关系于是， Klein 瓶的基 
本群由两个生成员服从于一个单独的关系 tut = u 而给出（値 
得将这个结果与第5章的计算作比较). 

最后这个例子说明即使很简单的空间，也可能有许许多多生 
成元与关系，使得实际计算起来令人厌烦.幸运的是我们可以利 
用定理 (6.13) 找到一条捷径.为说明这一点， 设八 K 为同一个_ 
欧氏窣间內的 盈轴 曾抿‘ 设亡们亦干一小公乓的； 穹形 • 
|/|,|7 q ， jJn 馴都是道路连通的. 设想我们已经知道这三个空 
间的基本群，要去计算① 
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首先考虑最筒单的情形，即 / 与 K 相交于一个单独的顶点. 
则 / 內任何以这个顶点为基点的棱环道显然是那种整个在/ 

內或 K 內的棱环道之积，我们可以指望得到自由乘积心 （ m ) 
* 巧 （ | X | h 乍为 I / u 的基本群.在一般情形，类似的论证也可以 
考虑 • 不过自由乘积 ki / i ) *^(斤|)把 unxi 內的坏道同伦 
类不含糊地两次揽进来 （心 （ 1/1 ) 与巧 （ IK I ) 內各一次），因此必需 
添加关系予以纠正_ 

设八&分别表示含入映射 

\ Jf ] K \^\ J \, \ Jr \ K \^\ K \, 

幷且取/ n k 的一个顶点〃作为基点. 

(6.15) Van Kampen 定理 S 丨川凡 i 以 y 为基点的基本群 
可从对自由乘积兀 〆 |/丨，!•，）凡 | ') 添加关系 h ⑻ = fu ( z ) 
而得到，其中2取遍〜（|/门尺1，…的一切成员 

证明在/ n K 內取极大树形 r fl ， 幷扩展而分别得到/与 x 
的极大树形 t ^ t 2 . 则 7\ utv 是川的一个梃大树形，按定 
理 （6.10) 与 （ S .12)， 巧 （|/ UK |) 由生成元 5 ii 服从于关系仍 fc 
= 而给出，其中仍）相应于 / UK — 乃 的棱，关系则由 

的三角形 给出. 但这正是那样一个群：对于 /— 7\的每条 
棱取一个生成元尺一7\的毎条棱取一个生成元相应于 
J,K 的三角形添入形状如 

a najk = a ikr bijb jk ^ zb- ik 

的关系，此外当•与 hi 对应于 J (] K 的同一条棱时还得添入 
关系 a u = b ijm 剩下只需注意 /(IK — A 的椟，当看作/的棱时， 
给出八(乂 （ l / nK |)) 的一组生 成元; 还是这些棱，当看作 A ： 的棱 
时，则生成 l ( A ( UnK |)). 

例子 

1. 回到图6.14所给的10^11瓶的单纯剖分，幷且设 J 是把 

① H. Seifert 与 E. R. v a n Kampen 各自独立地给出证明 • 

② 只需将 r 取遍 ,») 的一组生成元即可 • 
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顶点张成的 2 -单纯形挖去以后所得的复形.则是挖 
去一个开圆盘的 Klein 瓶.至于 /C ， 就取 2 -单纯形以及它所有的 
面.因此是一个圆盘，是一个圆周. 

正方形按这种方式除去一个三角形的內部之后可以形变收缩 
成为它的边界.但是在1/1內，正方形的边粘合成为两个圆周的一 
点幷集，两圆周的公共点为％,而形变收缩与这种粘合是相容 
的，因为在形变过程中，边界始终保持不动.于是， |/ j 可以形 
变收缩成二圆周的一点幷，从而' (UI ,%)是自由群 Z *2，以 
正方形的边所代表的卜 u 为生成元. 



如图 S .15 选取自由循坏群' ( i / DKl '。） 的生成元由于 
IA 是单连通的，(幻为单位元素；/*(幻在我们的形变收缩之 
下则等同于？ Ml /丨 ，％)內的字符 一如. 现在 van Kampen 定理 
吿诉我们 〜 （ I / U 尺 I ，” 0 )可以从（之 * z ) * {6} 外添关系 tu-Hu=e 
而得到，換句话说， Klein 瓶有基本群 

{t f u\tu~^tu = e}~ {t f u]tut~u } 9 
2 . 我们常常引用 van Kampen 定理而不眞正给所涉及的空 
间以特定的单纯剖分①.在定理（6.13> 的证明中，单纯剖分的重 

①但必需保证我们的空间是可剖分的 •虽然 van Kampen 定理可以在更一般的 
条件下成立（轲如见 Massey [9]) ， 但对任意拓扑空间则不真 • 
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要性在于作为工具，定理本身的陈述却是关于多面体的（从而关 
于可剖分空间），幷不依賴于剖分， 

设想射影平面 P 是把 Mobius 带的与圆盘的边界圆周焊接起 
来而得到的.已知 M & M US 带的基本群是无穷循环群，幷且很明 
显它的边界圆周代表生成元的2倍（图 6.16). 所以 van Kampen 



田 6.16 

定理吿诉我们， ^ i ( P ) 可以从自由乘积添加关系 e 
得到.換句话说， ^( P ) = Z 2 , 


习 题 

20. 将双环面分成两半，使毎一半是一个穿了孔的环面，利 
用 van Kampen 定理而计算基本群.然后，将双环面分成一个 
圆盘与剩下部分的闭包，再次计算基本群. 

21. 在定理 (6.10) 的证明中引入的棱道 路 A 与 A 是等价 
的，试写出证明. 

22. 用 van Kampen 定理证明“蜷帽”（图 5. 11) 是单连通 

的. 

23. 设夂是道路连通可剖分空间，贴附一个圆盘到 X 上，对 
基本群有什么 影响？ 
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24. 设 G 为有限表现的群，构作一个紧致可剖分空间，以 G 
为基本群， 

6.5 轨道空间的单纯剖分 

设 K 为单纯复形，它的单纯形位于中.则只要知道两件 
事， K 就完全描绘出 来了： 它的顶点在中的什么地方，以及 
哪一些顶点张成单纯形.令 V 表示 A ： 的顶点集合，<5为 V 的那一 
组子集，这每个子集张成 K 的一个单纯形. 

二元组叫作 X 的顶点格式.集合 V 为有限， S 具有 
下列性质： 

(» V 的每个成员属于 S ( 顶点是 0- 单纯 形）， 

( b ) 若 X 属于 S ， 则 X 的任何非空子集属于 X (/ f 的单纯形 
的面也属于夂）， 

( c ) <5的成员都非空，幷且有正整数 m 使得的毎个成员至 
多包含 m + l 个 if 的成员（取 m 为 if 的维数)， 

有时候有必要按下述的步骤造出一个单纯 复形： 先确定一个 
非空有限集合 V %以及 V 的一组子集5•满足 （ a ) — ( c )， 然后将二 
元组“实现”为某欧氏空间內的一个具体的复形.实现的 
意思是找一个单纯 复形尺 与一个从 V 到凡的 全体顶点的一对一满 
映射，使得$的成员恰好对应于张成单纯形的顶点 集合. 显然对 
于给定的 { V ， S }， 任何两个实现是同构的， 

(6.14) 实现定理 设 7 为蚌空有限集合， 5 为 V 的一组子集 
满足上述的性貭⑷ 一（ c ). 則 { K ， S } 可以实现为某一羊纯复形 
的顶点格式， 

钲明 设7有七个元素，4为 E *- 1 內的一个认一 D - 单纯 

形.则 V 的元素与4的顶点之间的任意一个- 对应将实现 

{7,5} 作为 d 的某个子复形的顶点格式（事实上，不论&多么大， 
总可以使 { V % S } 在內实现；见习题25)« 

这个构造复形的方法将在下面用来单纯剖分某些群作用的轨 
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道空间，幷将在第 
9章中用来定义紧 
致 Hausdorff 空间 
的维数. 

有时候，为一 
个群所作用的空间 
^ C.17 可以那样地剖分， 

使得群的毎个元素所诱导的同胚是这个单纯剖分之下的单纯同 
胚.在这种情形，我们说群的作用是单純的.图 6. 17给出对于 P 
上的对径作用适宜的单纯剖分；取一个正八面体內接于球面，用 
从球心出发的向径投影 a 作为剖分同胚.作用是单纯的，因为对 
径映射秀导了八面体表面到自身的单纯映射 
其它单纯作用的例子如 4. 4节所讲的在环面上的三种作用， 
以及以透镜空间 L { P ， q ) 为轨道空间的， Z p 在以上的作用. 

当我们有一个单纯的作用时，我们要证明轨道空间是可剖分的. 
更有甚者，可以适当安排使自然投影是单纯映射. 

现在设 G 单纯地作用于 X ,也就是说，假定存在单纯剖分 
k :\ K \~* X , 使得对于 C 的任何元素5来说是 
—个单纯同胚.这些同胚决定了 G 在 | K [ 上的一种作用，因此， 
不妨一开始就直接讨论这 个在# 丨 上诱 导的作用而把 X 置于一 
旁. 

我们目的是剖分轨道空间 PI / G . 利用投影 P : \ K \-*\ K \/ G , 
我们定义 { V ， S } 如下： V 的成员是 K 內顶点的轨道 （投影 ）， V 
的子集…，％属于5，当而且仅当在 K 內可以找到张成一 
个单纯形的顶点〜，…，以满足 p ( yi )= Uj ， 不难核对实 
现定理的假设成立；在某个欧氏空间內将实现为一个复 
形，记作 K / G . P 把 K 的顶点映为 尺 / G 的顶点，幷 且若％ ，…， 
4张成 K 的一个单纯形，则 p ( f 9 ), …， P ( y fc ) 张成 ZC / C ； 的一个 
单纯形.所以， P 确定一个单纯映射 s :| A ： 卜 1 JC/GL 
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另一方面，对于任何尺丨，我们有 S 3(^= S (^， 
因此 S 诱导了映射 

r.\K\/G^\K/G\ m 
最好用一个图表来表示目前的情况 

I 尺 I 、： 

4 \ 

\k\/g^\k/g\ 

显然 P 是满映射，幷且按定理 （4.1) 为连续，当而且仅当 S 连续 • 
但 s 为单纯映射，从而 连续， 若 P 为一对一，则按定理 （3. 7 )必 
为同胚，就将给出一个剖分 

t-^ ： \K/G\^\K\/G, 

一般来说 J 不一定一对一.例如，在图6.]7中，空间 | K|/G 
同胚于射影平面，而 P / G 1 是一个 圆盘. 但是，若将 K 換成它的 
第二次重心重分 A 2 ， 则相应的映射是一对一 
的（习题/8, 29). 

设2 : | 尺 l / G - y / G 为 A 所诱导轨道空间之间的同呸，则 
为轨道空间 X / G 的一个单纯 剖分. 不仅如此，有可交換图表 
\K^\ S X 




其中2是自然粘合映射（说图表可交換是指 W ( x )= h^S (X) 
对一切映射 s 是单纯的，幷且它保持 K 2 內单纯形的 
维数，因为对于 K 2 內一个单纯形的两个不同的顶点不能有 G 咚 
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的元素把其中一个映成另一 个《 


习 题 

25. 设 5*} 满足实现定理中的假设，幷把 V 的成员记作 

若 〜表示 £ 2 m + l 內的点 （ O ' 2 , …， i 2m + I )， 证明点心， 
•••,4 內的任何 2 m + 2 个点处于一般位置，从而证明对应 
可用来在 £ 2 m +1 內实现 {^,5-}. 

26. 按习题25，任何 1- 维复形的顶点格式可以在£ 3 內实 
现. 找出一个 1- 维复形，它的顶点格式不能在內 实现. 

27. 考虑&上的对径映射以及图 6. 17中的剖分.证明映射 
r .\ K \/ G ^\ K '/ G \ 为同胚，幷画出这样得到的射影平面的剖 
分. 

28. 证明映射必 ：| K |/ G —| iC / G | 为同胚，当而且仅当 C 在 
丨上的作用 满足： 

(«> K 內每个 1- 单纯形的顶点不在同一轨道上； 

( b ) 若顶点％，…， a 与％,•••，〜， ft 各张成 ii ： 的单纯形， 
幷且 a , fc 在同一轨道上，贝 IJ 存在 flGG ， 使得3(。）对于 
0<i<k ， 9(a) =b t 

29. 验证如果将兀換为它的第二次重心重分，则习题28的条 
件 （ a ) 与 （ b ) 总是满 足的， 

6.6 无穷复形 

到现在为止，我们的单纯复形只包含有限多个单 纯形. 为了 
能够处理有关非紧致空间的问题，宜于在这方面放宽一些，允许 
某些无穷多单纯形的集合也看作复形. 

我们仍然坚持复形是由某有限维欧氏空间內很好地拼合起来 
的单纯形所构成，幷且要求这些单纯形的幷集是这个欧氏空间中 
的闭集 • 如果 K 是 f 中这样一组单纯形，则我们可以给它们的 
幷集以诱导拓扑而得到一个拓扑空间1 • 另一个同样自然的办 
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法是把 K 的各个单纯形分开考虑，每个都给以从诱导来的拓 
扑，然后给它们的幷集以粘合拓扑.我们曾在引理 (6.3) 看到，当 
K 为有限时，这两种方式得到同一的拓扑空间.但是，如果允许 
K 为无穷，则很可能得出不同的结果.事实上，在图 4.2 已经指 
出一个特殊的 1- 维的例子，说明两种结果的不同. 

这里给出无穷复形的一个尝试性的定义，幷不算最广义的， 
但对我们的需要来说已经足够， 

(6.15) 定义 欧氏空间内一个由单纯形构成的无穷集 
合，如果满足下列条件就叫作无穷单纯复形： 

( a ) 若某个单纯形属于这个集合，则它所有的雨也属于； 

( t ) 这个集合的单纯形很好地拼合； 

( c ) 这个集合全体单纯形的并集是£”内的田集； 

«3)在这个并集上，诱导扛扑与粘合拓扑重合. 

作为无穷复形的一 
个简单的例子，取 
E 2 內的长条 {(A 
y ) 像图 

6. 18那样分成三角 
形. 

图 6.18 

<8.16) 定理 

设7?为£ ”内 的无穷复形，以 | K 1 表示它的多面体，则 

( a ) K 是有限维的； 

( b ) /C 的单纯形总數是可数的 j 

⑻ K 是局部有限的(就是说， K 的毎个顶点只在有限多个 
单纯形上）； 

( d ) £”的每一点有那样的邻域，它至多只与有限多个尺的 
单纯形相交. 

证明 （ a ) 由于 K 在 £■ ■內，它不能含有任何维数大于 n 的 
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单純形，因此， K 的维数最多是 

(b) 我们对单纯形的重心计数而证明 K 至多含有可数多个单 
纯形.由于的拓扑与粘合拓扑相同， k 的各单纯形重心共同 
在五"內构成一个离散集合*因此，在任何以原点为中心，有限 
半径的球內只能有有限多个这种重心，取以正整数为半径的球就 
看出重心的总数是可数的， 

(C) 设若 K 不是局部有限的，则有顶点〃，它是 K 內无穷多 
个单纯形 Ai, A 2 ，… 的顶点，对于每个 i ， 设 X, 是內部的一 
点，幷且它到"的距离不大于 1. 集合{々} 在^ ■內必定有一 
个聚点，比如说点 P， 但由于 P 丨具有粘合拓扑， P 不能在 
內.这与|馴內的闭集相矛盾. 

( d ) 若 x riA ， 则 以是 x 的一个邻域（|尺|是闭集）， 
与#丨不相交. 若 xe #1,选凡的顶点 W ，使得％ sta r (y,/0. 
由于 star( y ，A：> 是 |反1 的开集，有£：»的开集0使得 
&tat(v,K)=Of\ \K\ t 

幷且按 （c)， 0只与 /C 的有限多个单纯形相交， 

单纯剖分与单纯映射的槪念可以像以前一样下定义.一个非 
紧致空间现在也可能是可单纯剖分的，但根据定理 （6.1 6> 的 （c), 
这个空间必须是局部紧致的，就是说，毎点有一个紧致邻域.我 
们将看出，本章的不少结果在这个更广的基础上仍然成立. 

注意我们证明单纯逼近定理 （6.7) 时十分倚重于定义域 
复形 K 的有限性（我们需要 | /q 的紧致性），但是値域！<即使是无 
穷复形，也沒有妨碍.因此我们可以证明无穷复形的棱道群同构 
于复形多面体的基本群，幷且像有限情形一样地写下群的生成元 
与关系.但是，棱道群就不一定是能够有限表现的群了， 

例如，若X是在实数轴的每个整数点贴附一个小圆周，幷按 
图 6. 19而单纯剖分，则它的基本群是具有可数多个生成元的自由 
群. （取整个实数軸以及每个三角形的两条边就得到含有 JC 的全 
体顶点的一个极大树形.剩下的边给出巧(X)的生成元，幷且由 
X68 




图 6.19 

于 K 沒有2-维单纯形，所以这些生成元之间不存在关系. ） 把轴 
缩为一点，可见X与可数多个圆周碰在一点具有相同的同伦 

型. 

若 { V ,5} 为无穷复形的顶点格式，则 v 是可数集，幷且除 
开 6. 5节的性质 （a) — (…以外，还具有 性质： 

(d) V的每个成员只属于有限多个 S ■的成员 （K 是局部有限 

的). 

实现定理 <6.14) 仍然成立.当然，我们对于有限的情形所给的证 
明现在不适用了，因为 K 可以有无穷多个顶点，但是习题25的方 
法可以毫无困难地通过. 

关于轨道空间可剖分性的讨论也可以允许使用无穷复形 f 这 
一点请读者自己加以论证.这样就可以考虑更多个单纯作用的例 
子.整数按加法在实数轴上的作用是单纯的；这只需在每个整数 
点引进一个顶点而将实数轴剖分即可，结晶体群在平面上的作用 
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是单纯的；这只需将基 
本区域分成几块三角 
形，幷且根据群的作用 
来确定怎样分.如果群 
是由一个平移以及一个 
与之正交的滑动反射所 
生成，则基本区域可取 
作一个长方形，所得出 
® 6.20 的对平面的剖分如图 

6. 20所示 • 

设 F 为两个生成元X 所生成的自由群，置/二/"，幷且约 

定$包括 F 的成员，以及 f 中满足下列条件的元素对0 h ~^9 

等于 x , x ~\ y , y ^ 之中的一个.实现 {^,5} 而得到一个 1- 维复 
形 T. 则 T 是连通的，因为 F 的任何成员可以通过有限次右乘以 
之一而得到.而且， T 还必须是单连通的，因为： T 
中的任何环道将给出 F 的一个非平凡的关系，但 F 是自由的，所以 
T 是一个树形. 

复形 T 事实上可以 
在平面內实现，我们在 
图 6. 21中示意怎样作. 

当然不可能把整个的 T 
画出来！我们将称 T 为 
泛宇电视天线. 

F 按左乘而自己作 
用（沒将 A 送到如）， 

显然诱导了尸在 |T 丨上 
的单纯作用，轨道空间 
I 了 I/F 是两圆周的一 ® 6-21 

点幷集 • 不期而然，这第二次证明了两圆周一点幷集的基本群是 
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Z *2 T ， 因为 F 在 T 上的作用适合定理 （5.13) 的假设.其次，设 
H 为 f 的子群，则 H 作用于7\按6,5节的结果，可以剖分轨道 
空间1了1/幵成一个 1- 维单纯复形.按定理 (5. 13)，这个轨道 
空间的基本群正好是由于 1- 维复形的基本群是自由的，从而 
导出 H 是自由群.于是证明了下面的结果： 

(6.17) 定理两个元素所生成自由群的任何子群为食 由群. 
这是 Nielsen - Schreier 定理的一个特殊情形，这个定理说自 

由群的子群是自由群.关于这方面更多 的情况 见习题 34. 

我们给出定理 （ 5 . 13 > 的一个推广作为本章的结束.设 G 单纯 
地作用于道路连通可剖分空间 X ，幷且设 i 7 是 G 的那种元素所生 
成的正规子群，它们使空间 X 內至少一点不动* 

(6.18) 定理若 X 单连通，则轨道空问的基本群同构 
于商群 G / F . 

定理的证明将分成小步骤安排在习题37—40中.作为一个例 
子， 考虑图 4. 5中显示的由三个回转生成的结晶体群.由于这三 
个生成元各有一个不动点， G 与 f 重合.因此轨道空间 （2 -维球 
面）单连通， 

习 題 

30. 用图 4. 5所显示结晶体群在平面上的作用，求出相应于 
球面、环面与 Klein 瓶的单纯剖分. 

31. 验证图 6. 21所示意的构作法确实可造出 r 在內的实 

现. 

32. 证明在內如下给出的单纯形集合不是一个单纯复形. 
对于毎个正整数 n 有一个连结 （ l / n ，0) 到 （ ]/n,l) 的铅直 1- 单纯 
形，以及一个以 （ l/n ， 0),(l/(n+l),l) 为顶点的斜 1- 单纯形.此 
外，在 y 轴上还有一个连结 （0,0) 到 （0,1) 的 1- 单纯形.如果 
将 y 轴上的 1- 单纯形摒弃，是否就得到一个单纯复形？ 

33. 篦式空间（图 5. 10)，或图 3. 4所示空间能否用无穷单纯 
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复胗剖分？ 

34. 证明具有可数多个生成元的自由群是的子群，由 
此导出这个群的任何子群是自由群. 

35. 同胚X叫作逐点周期同胚，假如对于每点 

有正整数心 ，使得 Wx )= x . A 叫作周期同胚，假如有正整数 
n , 使得 ^= i x , 证明若X为有限复形的多面体，幷且若 A 为 
单纯同胚，则逐点周期性蕴涵周期性.找一个连通的无穷复形 
K ， 以及丨的一个逐点周期单纯同胚但不是周期同胚. 

36. 紧致空间的逐点周期同胚是否必然是周期同胚？当心！ 
(我们可以指出，欧氏空间的任何逐点周期同胚为周期的，但是证 
明很难 .） 

37. 设 G 是由空间X的同胚所构成的群.若 7V 是 G 的正觇子 
群，证明 G/AT 自然地作用于 X/W， 幷且 X/G 同胚于 

若 F 是 G 內所有具有不动点的元素所生成的正规子群，证明 C/F 
自由地作用于//心所谓自由地作用即只有群的单位元素才有 
不动点. 

38. 除了习题37的假设，再设X为单连通多面体， G 单纯地 
作用，幷且可以单纯剖分 义 /G， 使得投影 X/G 是单纯的. 
取X的一个顶点 iM 乍为基点，幷定义如 
下：对于用 X內的棱道£连结 p 到 0 ⑺)；则沴(⑺是棱 
环道 P (幻 的同伦类.证明0是同态，幷且 i= '的每个成员被0映 
为单位元素.还证明0是满同态. 

39. 在习题38的假设之下，证明 AT/F 为单连通，幷且 G/F 在 
X / F 上的作用适合定理 (5.13) 的假设， 

40. 导出定理 （6.18), 
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7 .曲 面 


7.1 分类 

在数学里对一种对象进行完全分类的定理往往是最重要的， 
最能使人产生美感的，这样的结果实际上相当稀有，这就更让人 
觉得 可贵. 作为具体的例子可以举出，有限生成的交換群除开同 
构以外可以根据它们的秩数与挠系数来分类；二次型可以用它们 
的秩数与符号差来分类；正多面体除开相似性可以用毎个面的棱 
数与过每个顶点的面数来分类.可以说，将拓扑空间按同胚分 
类，或甚至按同论等价来分类是沒有希 望的， 但是，我们能够给 
出闭曲面的完全分类. 

曲面叫作闭的，假如它是紧致、连通的，幷且沒有边界；換 
句话说，它是紧致、连通 Hausdorff 空间，毎点有邻域同胚于平 
面，当我们说可以将这种空间分类时，意思是指可以列出一张标 
准闭曲面的表（虽然是一张无穷的表)，表上每两个曲面不同胚， 
幷且任意拿一个闭曲面来，必可找出表上的一个曲面与它同胚. 

回忆 ,( 第一章中的）闭曲面分类 定理： 

(7,1) 分类定理任何闭曲雨必同胚于或者球兩，或者球兩 
添上有限多个环柄，或者球面挖掉有限多个圓盘而补上 Mobius 
带.这些曲面之中的任意两个是不同胚的. 

在球面上添加一个环柄的意思是除去一对不相交圆盘的內 
部，然后将一个圆柱面的两个边界圆周焊接到球面上所开两个洞 
的边缘上，如图 7.1 所示.再添加环柄，则添在球面另外的部分* 
环柄 （或 M5biu S 带）无论添在什么地方都不影响最后结果；我们 
将在 7.5 节中小心地证明这一点.注意环柄是怎样贴附的.如 
果我们在圆柱面的边界圆周以及球面上圆孔的边缘都标上箭头 
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来说明怎样粘合，那么当柱 



面边界圆周上箭头指的方向 
相同时，球面上两个圆孔边 
缘上的箭头则是指的两个相 
反的方向， 

自然要问，当我们焊接 
某一环柄时，如果把球面上 
两个圆周之一的箭头反过 
来，从而使球面上这两个圆 
周有相同的指向，将会产生 


什么结果.在球面上取一个 
圆盘把巳经开的两个孔的边界圆周包含在內部.则两种可能性在 
图 7. 2中显示出来.图 7.2( a ) 同胚于穿孔的环面，图 7.2( b ) 同胚于 
穿孔的 Klein 瓶.因此， 添加 一个环柄相当于从球面与环面各挖 
去一个开圆盘，然后将得出的两个边界圆周焊接在一起.初看起 
来，焊接时似乎作了某种选择.因为如果在球面的圆周上标明 
箭头之后，环面上的圆周可以有两种不同的方向.但是，穿孔环 


面到自身可以有同胚使边界圆周的已给方向反过来（图 7. 300)， 
因此两种可能性给出的答案是互相同胚的①， 



①要求严格的读者将会注意到在这一节中多次用到下列的初等命題.设巳 给空. 
间 X , ZCY , BCZ , 连续映射以及满足 *(3) = 3 与/* =容的同胚 
h . Z ^- Y , 则 XU fY 同胚于 X H 
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(») 关于本页所在平面的反:射 


( b ) 绕轴旋转 it 


图 7.3 

若圆柱面按另一种方式像图 7.2( b ) 画的那样贴附，则我们必 
需取一个穿孔的 Klein 瓶，将它的边界圆周焊接到球面上一个圆 
洞的边缘上 • 同前面一样，焊接两个圆周时，箭头方向的选取不 
产生影响.但我们知道， Klein 瓶可以从两个 MSbius 带沿边界圆 
周拼合而得到，或者等价地说（图 1.18), 在一个圆柱面的每个边 
界圆周上焊接一个 MSbius 带而得到.因此，穿孔的 Klein 瓶可以 
看作一个圆盘在內部打了两个孔，然后在每个孔上粘补一个 
MSbiusS . 这就说明，把一个圆柱面按那个‘错了向的方式’焊接 
到球面上相当于在球面上挖去两个不相交的开圆盘，然后在每个 
洞上粘补一个 M 6 tius 带•由于 Mobius 带到自身有使边界圆周方 
向逆转的同胚（图7. 3 (均），因此，不管怎么粘补这两个 MSbius 带 
都得到同样的结果. 

上面对于在球面上添加环柄和粘补 M 6 bius 带所起的效果作 
了直观的描述 I 为了完备，还应当考虑这两种手术混合起来作的 
情况 • 假定我们已经把一个圆盘換成了一个 M 6 bi US 带，然而我 
们决定再添一个环柄 • 那么，在现在的情况下，不管是按图 7.2( a ) 
的方式，还是按图 12( b ) 的方式去作手术，其结果是一样的， 
因为，设 Mfibius 带为设我们要在它上边贴附圆柱面的圆盘 
为2>.从 M 的边界圆周上的一点到£>的边界上的某—点用一条弧 
相连，然后将这条弧略微变厚成为一小条带子如图 7.4 所示 • 
则 Af U 丑 U £>是一条 M 6 bius 带子，剩下只需证明图 7. 5中的两个 
空间是同胚的 • 沿着直线段将它们切开就不难看出二者都是在 
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图 7.5 

现将我们的讨论槪括为下面的结果： 

(7.2) 定理对球兩添加 m 个环柄，并 且将； z (>0) 个不相交 
的圆盘楱成 MSbius 带，所得的曲两就是在球面上将 2 m + n 个不相 
交圆盘换成 MSbius 带的 结果， 

习 题 

1. 在图 7.6 中显示了“交叉帽"的构造.证明，在球面上穿 



17 S 


图 7.6 



一个涧，幷粘补上一个交叉帽就给出射影平面在 £ 3 內带有自身交 
叉的一种表示法， 

2. 设 X 是 S 2 外添一点 p 所得的集合，5 12 里点的邻域如同 
平常，而 P 的邻域是形状如 [U — {<0,0，1)}]11&}的集合，其中 
V 是（0,0，1)在5* 2 內的一个 邻域. 证明 X 不是 Hausdorff 空间， 
但局部同胚于平面.把 X 叫作一个曲面有道理吗？ 

3. 两个曲面的连通和定义如下.从毎个曲面挖去一个圆 
盘，幷将所得到的两个边界圆周用圆柱面相连接.假定这个手术 
是有确切意义的（也就是说，不管在何处挖去圆盘，以及怎样焊接 
圆柱面，结果都一样，所得的都是同胚的曲面）.证明环面与自 
己的连通和是添上两个环柄的球面，射影平面与自己的连通和是 
一个 Klein 瓶. 

4. 环面与射影平面的连通和是什么？ 

7.2 萆纯剖分与序向 


为了能够进一步讨论，需要假设我们的曲面是可单纯剖分 
的，1925年 Rado 证明了现在认为是经典的 结果： 每个紧致曲面 
可以单纯剖分 • 这里我们不想给出证 明①； 我们只是把证明思想 
大略地提一下，略去那复杂，甚至有点繁琐的 细节. 

考虑把一个闭曲面 S 单纯剖分的 问题. 由于 S 紧致幷且局部 
同胚于平面，我们可以找到 *5 內有限多个闭圆盘，使它们的幷集 
就是为了避免两个圆盘之间构成环形区域，凡是整个落在别 
的圆盘內部的圆盘一律舍弃.假定（这是困难所在）我们能安排的 
使这些圆盘的边界在下述意义之下两两很好地相交，即如果两个 
圆盘的边界相交，则它们交于有限多个点与有限多个弧.这幷非 
必然： 例如象 x sin ( l / x ) 这样的曲线与 x 轴在原点附近相交的情 
况.于是各圆盘边界的幷集自然地分成了一组弧，我们先在每三 


①读者可在 Doyle 和 Moran [25] 找到一个简单证明， 
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条或更多条弧相交之点引进一个顶点，然后再在每条弧的中点引 
进一个顶点（图 7.7( a )), 这样就产生了我们所要的单纯剖分的大 



部分顶点和棱 • 为了要把单纯剖分中的三角形也都确定下来，我 
们注意 5" 很好的分成了同胚于圆盘的 分区. 于是只需把每个分区 
作为以某个內点为尖顶的锥形来剖分就完成整个的单纯剖分 
了，如图 7.7( b ). 所有这些看起来似乎都不难，不过我们强调一 
下，找出适当的圆盘复盖需要用到较深刻的结果，包括1<^«1 31 1曲 
线定理的一个比较强的变体. 

从现在起假定所有的曲面是可以单纯剖分的.设 S 为闭曲 
面，&:|凡| — 5 > 为 1 5的一个单纯剖分.可以预期凡具有某些优良 
的性质 • 它的维数是2;它按下述的意义连通，即任意两个顶点 
可用一条棱道相连；每条棱恰好是两个三角形的面 | 幷且每个顶 
点在至少三个三角形上，这些三角形凑在一起构成一个以该顶点 
为尖顶的锥形，锥底是一条简单闭多边形曲线（如图 7.8 所示人 
用上面大略提过的方法所造出的单纯剖分自动地具有这些性质， 
但是，也可以直接验证闭曲面的任何单纯剖分都有这些性质(见 
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习题 7)* 具有这四个性质的复形叫作 组合曲面《 




现在我们转而考虑序向的槪念.图 7.9 显示当我们把一个给 
定旋转方向的小圆沿着 MSMus 带的中心圆运行一周时发生了什 
么.结果是小圆的旋转方向变成与出发时相反的了.由于这个原 
因，包含 MSMus 带作为子空间的曲面叫作是 不可定向的. 像环 
面那样不包含 M 乩 ius 带，幷且，沿着它上面的任何简单闭曲线 
把一个定向的小圆运行一周后永远使小圆保持原来序向不变的曲 
面则叫作 是可定向的. 

利用曲面的可剖分性，我们可以从另外一条路来探讨这个槪 
念.对于一个三角形可以有两种可能性来定向，或者说，给出旋 
转方向.图 7. 10显示了这两种可能性；表达三角形定向的方式可 
以用箭头，或者，要严格的话，把三角形的顶点排成适当的次 



m 7.10 

序.当然，如果选取次序来确定某个序向，则必需把经 
过循环排列而得到的次序〃 2 '。,《； 1 与1； 1 , 1 ； 2 ，1；。看作是代表同一个序 
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向的 _ 

这个想法对任何维数的单纯形都适用，设/是一个一般的单 
纯形，把它的两种顶点次序当作是等价的，假如它们之间差一个 
偶置換(除非 A 只有一个顶点）.恰好有两个等价类，它们毎一个 
就叫作 A 的一个序向.当然，单独一个顶点就只能有一个 序向， 
现在假设选定了顶点的一个排列次序，比如说，％，匕，心，从 
而给出了 A 的一个序向，设 S 为 A 的处于顶点对面的那个面， 
或者说， 舍弃匕 而得到的面，则 S 的顶点集合也自动地得到了一 
个次序. 若 t 为偁数， 这个顶点次序所确定的 B 的序向叫作是从 
A 诱导来的序向.若 i 为奇数，则取 S 的另外那个序向作为诱导 
序向，最简单的情形是当选定三角形的序向之后，在三角形的每 
条边上也给出了指向，不难看出，这个定义只同 A 的序向有关， 
不依賴于选哪个具体的顶点次序来代表这个序向， 

组合曲面 K 叫作可定向，假如可以使 K 所有的单纯形相容地 
定出向来.相容是指每两个相邻的三角形在它们的公共边上总是 
诱导出相反的序向，图 7. 11阐明了这个定义.请读者自己对环面 



相容 不相容 


与 Klein 瓶的单纯剖分进行实验：对于坏面使三角形相容地定向 
不致于碰到任何困难；在 Klein 瓶的情形，则总是办不到. 

若 fr . 1 K 是可定向曲面 5* 的单纯剖分，则复形 iC 必然是 

可定向的.这可以照下面的方式看出.任取 K 的2-单纯形幷选定 
一个序向；使与它相邻的单纯形相容地定向，如此继续下去扩展 
定向单纯形的范围，直到 K 的一切2-单纯形都相容地定了向，不 
至于中途受阻而作不下去.因为若不然，就有一叙列不同的2-单 
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使得: 

( a ) A ,. 与4* + 1 有一个公共边，一 1; 

( b ) A , 与 A # —个公共边； 

( c ) A , 与 A i + 1 的序向是相容的，当 一 1， 但4，次 
的序向不相容. 

把 七的重 心与边 A ,.., OAp 以及边 A ,. nA i + 1 的中点用直 
线相连；当 i = l 时理解为 Ay 当 i = / c 时人. + 1 理解为 A ,. 
这就给出了 I K 丨內的一条多边形简单闭道路，把它略微增厚而得 
到一个窄条形（图 7.12), 由于除开皂与^^之外，各三角形的序 
向是相容的，这个窄条形是 |尺丨內 的一条 M 6 biu S 带，这与5•为 
可定向曲面的假设矛盾. 

下一章我们还要回到曲面定向的问题，将证明若闭曲面&可 
以被一个可定向组合曲面单纯剖分，则$的任何其它单纯剖分也 
是可定向的. 

我们曾用到在组合曲面內将一条多边形曲线增厚的想法.由 
于这一类的手段经常用到，在这一节最后，我们给出两个引理使 
这个想法严格化，设尺为组合曲面，1为 K 的 1- 维子复形.要增 
厚△，首先将 K 重心重分二次，然后取出仄 2 內所有与 i 相交的 
单纯形，这些单纯形，以及它们的面共同构成凡 2 的一个子复形 
(图 7.13), 最后取这个子复形的多 面体， 这样我们就得到在 



1 K ! 內的一个闭邻域，幷且不难证明它与 | L | 有相同的同伦型. 
(7.3) 引理树形的增厚必为圆盘. 

证明关于树形 F 的顶点数作归纳，若 T 只含有一个顶点~ 
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则增厚 T 所得到的正是 P 內以 l ; 为顶点的单纯形的幷集:这个 
集合叫作 t ; 在 P 內的闭星形，记作 mos / p ). 显然 P 是组合 
曲面，是圆盘.若 r 有 n 个顶点，取一个“末端”顶点 
V, 即这个顶点 u 只在了的一个棱五上①，将这条棱舍弃得到少 
一个顶点的树形了 w 按假设， h 的增厚为圆盘£)，幷且，要增 
厚7%只需对 D 添加两个闭星形 

A — star ( E , Jf 2 ) , 5= star (v f K 2 ) # 

这里 A 与 b 都是圆盘；不仅如此， A 与 D 的交集是它们边界的公 



图 7.13 


共部分，是一条弧， A 与 S 的交集也如此.用引理 (2.11) 两次便 
知 DIJAUB 为圆盘. 

(7.4) 引理增厚一条简单闭的多边形曲线所得到的或者是 
圆柱面，或者是 MSbius 带. 

证明从曲线除去一条棱 E 得到 K 內的一个树形.按引理 
(7.3)，这个>树形的增厚是一个圆盘 £>. 要得到原&曲线的增厚， 
需要取重心舍在 P 的闭星形与 D 作幷集.但 iiTr 与 D 沿 


①这样的顶点一定存在，因为若每个顶点在至少两个梭上，财不难在: r 内找到 
—条棱环道，但 t 是树形，因此不餌包含环道， 
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着它们的边界 $ 于两个沒有公共点的弧.如果我们沿着这两个孤 
之一焊接与 D ， 则按引理 (2. 11)，我们得到一个圆盘. 
剩下只需把这个新的圆盘边界上两个不相交的弧粘合.定义从这 
个圆盘到一个长方形的同胚，使得那两个弧映为一对对边（先在 
两个弧上定义同胚，然后扩张到边界的其余部分，最后利用引理 
(2.10) 扩张到整个圆盘上），问题化为把一个长方形的一对对边 
粘合：得出的结果只有两种可能，即圆柱面与 M 6 biu S 带. 

习 題 

5. 假定我们要单纯剖分有边界的曲面.组合曲面的定义需 
要作怎样的调整？ 

6. 设 / C 为组合曲面.证明尺的三角形总可以记作 

t s , 使得 r , 至少与，…， 之中的一个有一条公共棱.建立 
曲面 Ilf I 的以平面上偶数边正多边形来表示的模型，按某种方式 
将成对的边粘合就得到丨 

7. 若 — &为闭曲面 S 1 的单纯剖分，证明 K 必然是 
组合曲面.这需要一些耐心.首先，局部地用一个连通性论证来 
证明 K 不能是 1- 维的.然后，证明 K 不包含维数大于 2 的单纯 
形，幷且 &的每 条搜恰好在两个三角形上，这里可用类似于定理 
(5.23) 的方法.最后，验证包含某给定顶点的 K 中单纯形如图 
7.8 那样拼合在一起， 

8. 设 G 为有限群，作为由同胚构成的群而作用于闭曲面 
S ， 使得有不动点的元素只能是 G 的单位元素.证明轨道空间 
S / G 是闭曲面.证明即使 S 可定向， S / G 也未必. 若 S / G 可 
定向， S 必定也是吗？群作用时，如果有不动点的元素只能是单 
位元素，则称为沒有不动点的作用，或称群自由地作用. 

9. 设 K 为可定向的组合曲面，将它的三角形相容地予以定 
向，幷且设 A : 丨尺| — | 是单纯同胚.假定有一个三角形 A ， 它 
的序向是由顶点顺序给出的，而 A ( A ) 的序向正好是 ft 所 
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诱导的序向 h ( u ) , h ( v ) , h ( w ) t 证明这对于 if 的任何其它三角形 
也成立，这时 A 叫作是保持序向的.举出一个例子说明可定向组 
合曲面可以有不保持序向的单纯同胚. 

10. 设 K 为可定向组合曲面.若 G 单纯的，自由的作用于 
1^(, 幷且 G 的毎个元素保持序向，证明复形 K 2 / G 是可定向组 
合曲面. 

7.3 Euler 示性数 

设5•为闭曲面.根据我们的约定，除开一个同胚以外，我们 
可以把^替換为一个组合曲面 K 的多面体.所以，在这一节我们 
将直接对1&丨来进行讨论. 

若 i 为 n 维有限单纯复形，定义它的 Euler 示性数为 
* 

= - 1) ia i 

其中 a , 是 L 內*'-单纯形的个 k 因此，若 L 为组合曲面， %( L ) 
就是顶点数减棱数加三角形数，而图形 I 的 Euler 示性数是顶点 
数戚去棱数.在第1章中會提到， X ( i ) 为空」司丨【 | 的拓扑不变 
量.这个事实的证明将在第9章中给出；这里我们用不着它. 

(7.5) 引理 对于任何图形尸有; f (厂>61, 等号 成立当 而且仅 
沓尸是树形. 

证明若 r 是树形，关于顶点数作归纳，容易证明 jf ( r ) = i ， 
若 r 不是树形，则它必然包含一条环道.从环道除去一条棱，尸 
剩下的部分是连通的，但 Eulei ■示性数增大了，这是因为棱数咸 
1，而顶点数沒有变.继续重复这个手续，最后将 r 变成了一个 
树形，因此， x (0< i . 

现假定 K 是组合曲面， t 是 JT 內的一个极大树形.从引理 
(6.11) 我们知道 T 包含了 的一切顶点，实现下列的顶点格式而 

①连通 1- 维 a 形， 
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造出 T 的所谓对偶图形 A Z 1 的顶点是 K 內三角形的重心，两个 
这样的重心在 r 內张成一个 1- 单纯形，当而且仅当相应的三角形 
交于一条不属于 F 的棱（回顾图 1.5). 

第一次重心重分 P 可以看作70內与 T 不相交的单纯形全体 
所构成的子复形.我们利用 P 的这种表示法来证明 r 是连通的. 
增厚 T ，幷且对 r 也这么作(換句话说，取 P 內与 r 相交的单纯形 
作幷集).所得的空间分别记作与 iV ( r )_ 从引理 （7.3) 知 
道 iv ( r ) 是圆盘，幷且不难验证下列事实： 

( a ) N ( T )' jN ( D =\ K\ f 

( t ) 与 w ( r ) 的交集正好是 JV (： n 的边界圆周； 

( c ) r 是连通复形，当而且仅当 iv(r) 是连通空间. 

但是內的任意两点可以用內的一条道路连结.设分 
别为这条道路与边界相交的第一点与最后一点.沿着所给 
的道路从 x 到 p ， 沿着“(乃的边界圆周从；)到 <7,然后再沿着 
已给的道路从 <7到 T • 这样就得到了 JV ( r ) 內的一条道路连结《 
到沒， 因此，根据上面的 （ c )， r 是一个 图形， 

注意 r 不一定是树 
形，图 7. 14显示环面的 
一种单纯剖分以及选定 
的一个树形: T ， 它相应 
的/'与两个圆周的一点 
幷集有相同的同伦型. 

(7.6) 引理对于 
任何组合曲面凡有 X (尺）<2. 

证明 选取 K 的一个极大树形* r , 幷如前造出它的对偶图形 
由于 K 的所有顶点都在 T 內，对于 K 的每一个不属于 r 的棱 
有尸的一条棱，幷且 r 的顶点数正好是尺的三角形数，故有 
X(K)=X(T)+X(n % 

因此按引理 (7.5) 有冗）<2, 
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(7.7) 定理对于任何组合曲面 X ，下列三条是等 价的： 

( a ) i A 内任何一条由 P 的枝构成的简单闭多边形曲线分癬 

\K\ t 

( b ) X ( K )=2 i 

( c ) |尺|同胚于球面. 

证明设 （ a ) 满足.选取 K 的极大树形 T ， 幷且令 r 为它的 
对偶.我们断言 r 也是树形，从而给出 

X(K)= X {T)+X(r)=2, 

如若不然， r 必包含一条环道，幷根据假设，这条环道分离|昃丨， 
但这条环道的余集的每个连通分支必含有 T 的顶点，这与 r 的连 
通性以及 r 与 r 不相交的事实相矛盾.因此 r 确实是树形. 

若； ((凡）=2，则; f ( r ) 必为 i , 从而厂是树形.因此|凡|是两 
个圆盘 iV ( T ) 与 w ) 沿着边界圆周的幷集，所以是球面. 

最后，定理 (5.20) 的证明吿诉我们球面上任何简单闭曲线将 
球面分离.这就完成了蕴含叙列 

⑷今 （ b ) 今 （ c ) 今 （ a ). 

关于 Euler 示性数我们还需耍两个 结果； 它们的证明则挪到 
习题中去了. 

(7.8) 引理设单纯复形尺，乙交于一个公共子复形，则 

X ( K \ JL )= X ( K )+ x ( L ) - x ( Kf ] L) t 

(7.9) 引理重心重分使 Euler 示性数 不变. 

习 题 

11. 证明引理 (7.8), 

12. 关于复形的单纯形个数作归纳来证明引理 （7.9). 

13. 从习题12导出图形尸的 Euler 示性数是|厂丨的拓扑不 
变量. 

14. 设凡为 有限复形，若 G 单纯地作用于|凡|,幷且若作用 
是自由的，证明 
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XiK) = \ G \ • xiK ^/ G ), 

其中表示 C 中元素的个数. 

15. 设 K 为组合曲面.如同习题6那样在平面上作丨的 
一个模型，幷且令 i 表示那个正多边形的边界曲线.按照构作 

所必需的粘合将 J 內成对的棱粘合起来得到 K 內的一个图形 
r m 证明； f (/0= X ( O + l ， 然后从引理 <7.5) 导出引理 （7.6). 

16. 接习题15，若/'有那样一条棱，它的一个端点不属于 
其它任何棱，证明在/內必存在两条具有一个公共顶点的棱，当 
从 J 过渡到厂时，这两条棱围绕着公共顶点“折迭”在一起.从而 
给出 X ( K ) = 2蕴含 | K |三以的 第二个 证明， 


7.4 剜补运算 


现在我们着手来进攻分类定理，手段是对已给的组合曲面进 
行修饰，使得 Euler 示性数不断增大.所要作的修饰包括把曲面 
的一部分切除棹，再換上一些另外的东西，因此可以称之为“剜 
补运算”.我们方才看到组合曲面的 Euler 示性数小于等于 2 ,幷 
且恰好当曲面同胚于球面时等号成立*事实上，任何一个曲面可 
以通过有限多次的所谓‘剜补运算’转化成为球面《 

图 7. 15显示了我们所指 
的修饰应用于双环面的情 
形.先取一条不把曲面分成 
两块的筒单闭曲线，幷将它 
增厚而得到一个圆柱面，沿 
着这条曲线作剜补运算的意 
思就是把圆柱面的內部切 @3 r.i5 

除，幷在产生的两个圆洞上各补一个 圆盘. 所得到的曲面是环 
面.再作一次剜补运算将得到一个球面 • 当然，如果我们从一个 
不可定向曲面出发，曲线增厚所得到的很可能是 M 6 biu S S .这 
时，把带子的內部剜去剩下的将是只有一个边界圆周的紧致曲 
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面，然后在这个边界圆周上用圆盘封住而成为一个闭曲面. 

在上面的画图示意中沒有参照于任何具体的单纯剖分，这是 
为了淸楚，也是因为对于剜补就是这么想像的.但是应当强调， 
必需自始至终限于组合曲面以便运用 Euler 示性数作为工具， 

设 iC 为 £" 內的组合曲面， L 为简单闭多边形曲线，假定它 
是 K 的子复形，幷且不分离 I 尺 k 作出第二次重心重分厂 2 ,且增 
厚 L ， 所得的复形记作从引理(7.4>我们知道或者是圆 
柱面，或者是 M 6 bhi S 带.设 M 是內与 W 互补的子复形，就是 
说， M 由內与 L 不相交的单纯形以及它们的面共同构成 .一 
种可能性是增厚 L 给出一个圆 柱面： 则 | M | 是紧致曲面，它的边 
界由两个圆周组成，我们把剖分两个圆周的子复合形叫作 
L 2 . 然后作出新的组合曲面 

K^MijCL^CL,, 

这里，锥形01 1 与（^ 2 的尖顶为£”1一£"內的点，分布在 £■ •的 
异侧.另一个可能性是增厚 i 得到 M 6 bius 带，这时， | M | 的边 
界只是一个圆周；剖分这个圆周的子复形称之为 A ， 幷定义夂， 
为 MUCL “ 在两种情形，我们都说是从 / f 沿着 L 作剜补运 
算而得到的. 

(7.10) 引理 X ( N ) = 0 . 

证明 仔细检查引理 (7.4) 的证明. N 由闭星形 
构成， veL \ 但组合曲面內一个顶点的闭星形显然具有 Euler 示 
性数 1. 如果两个这样的星形相交，则它们恰好交于三个顶点和 
两条棱（见图 7.13), 因此，它们的幷集的 Eulei •示性数为1 + 1 — 
(3 — 2) = 1. 沿着1而行，毎碰到一个闭星形就添进来，这样来 
作出除开最后一步在毎一步所得复形的 Euler 示性数总是1, 
最后一步将添加一个闭星形，与上一步得出的子复形有6个公共 
顶点，4条公共棱，因此， 

Z ( JV ) = l + l - (6-4) = 0. 

注意无论！为圆柱面或 Albius 带，证明都能通过， 
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(7.11) 定理 X ( K ^> x ( K) t 
证明若增厚 i 得到圆柱面，则 

X(K^) ~x{M) +x(CLi) +x(CL 2 ) —xiL^ — x ( 乙 2 ) 

= X(M) +2. 

若增厚 L 给出 M 6 bius 带，贝 IJ 

X(^*) =Z(W) +X(CL 1 ) —x([i) —YAM) + 1. 

将以前的引理一幷拿来便有 

X(K)=x(K 2 ) =x(M) +x(N)—x(Mf]N') 

这就完成了证明. 

若 if 是组合曲面，且|凡|同胚于球面，则称凡为组合 球面. 

(7.12) 系任何组合曲兩可经过有?艮多次剜补运算变成组合 
球面 . 

证明 若 X ( IC )=2, 则 K 为组合球面，我们就不需要再干什 
么.若; i ( K )< 2 ， 按定理 （7.7) 有在夂 1 內不分离|尺|的简单闭多 
边形曲线.以 P 代替尺，幷且沿着这样一条曲线作剜补.结果 
将是一个新的组合曲面，它的 Euler 示性数将比凡的大.继续这 
样作下去，最后将得到一个 Euler 示性数是2的组合曲面. 

我们将需要比上面的论证略微精细些的结果.每次我们作剜 
补时，将在曲面上产生一个或两个圆盘，而我们希望能保证在以 
后的一连串剜补运算中，所沿的曲线避开这些圆盘.如果不走 
运，我们想要沿着它作剜补的曲线穿过某个圆盘，那么我们只需 
把这个圆盘缩到它自己的某一个三角形的內部，从而离开那条曲 
线. 不过缩小圆盘时需要小心，不要把任何其它的圆盘又移到了 
与曲线相交的位置 • 下列引理使我们能实现合乎要求的縮小过 
程. 


(7.13) 引理设尺为组合曲兩，圓盘 D 为 if 的子复形， A 为 
D 的一个三角形.则有同胚/1 : |凡|广|凡丨，它满足 
h ( D ) — star (A , K Z ), 

丹且在 K 的所有与 D 不相交的羊純形上为恒等映射 • 
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证明的想法是很筒单的.将£>的边界增/ r ; 而产生一个稍微大 
些的圆盘然后在內将 £) 收缩到 Gar ( i ， K 2 >, 使得— 
以整个保持不动.更多的细节见习题 1 S —21. 若 L 是凡內与£»相 
交的一条多边形曲线>幷>且我们将沿着它作剜补运算，则在进行 
剜补之前先把用 star (义，尺 2 )代替，把 if 用尺 2 代替. 

现在我们可以证明分类定理的一半： 

(7.14) 定理每个闭曲兩同胚于标准闭曲面之中的一个， 
证明 对于任意闭曲面 S , 剖分它幷且在所得到的组合曲面 
上作剜补运算，直到它变成了一个组合球面 • 此后，单纯剖分就 
用不着了，我们可以忘记它，作完剜补运算以后，在我们面前的 
是标明了一些互不相交圆盘的球面，要恢复只需将每一步剜 
补运算反过来作；即或者挖除一对圆盘而在开口处焊接一个圆柱 
面，或者 挖除一 个圆盘而代之以一个 Miibius 带. 

如果我们原来的曲面是可定向的，它不可能包含任何 M 6 bi US 
带，因此，逆转毎步剜补运算时总是先除去一对圆盘，然后在它 
们上面添加一个环柄 • 这样就得到了一个带有若干个环柄的球 
面. 若 S 是不可定向的，则两类的手术都可能 发生， 但是从 7.1 
节我们知道，在这种情形，除去两个调盘，粘上一个圆柱面，就 
和 在毎个洞上焊接一个 M 6 bi US 带等价，因此我们得到焊接了若 
干个 Mobius 带的球面. 
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17. 图 7.16 中画的直线代表 Klein 瓶上的三条筒单闭曲线. 
将毎一条曲线增厚，断定所得到的是圆柱面还是 MdbiusS ，幷 
描述沿着这些曲线作剜补运算的效果. 

18. 用定理（ 7 . 14) 的步骤证明图 7. 17所示曲面同胚于标准 
曲面中的一个. 

19. 设久〕为平面上三个同心圆盘.找出 X 自身的- 
—个同胚， 在义 的边界圆周上为恒等映射，幷把 y 映满 z . 

20. 假定在平面上已给两个以多边形曲线为边界的圆盘，幷 
且其中一个位于另一个的內部.证明处于两个边界曲线之间的部 
分同胚于环形域， 

(最好的堤示莫过 
于图 7. 18，另外再 
提醒读者，平面上 
任何简单的多边形 
闭曲线是圆盘边 

界 》 ) B 9 7.18 

21. 用引理（ 7 .13)与习题19的记号，求出一个同胚 LDi — 

X ，使得 / i ( D ) = y ， 幷且 \ 

h(sUr(A ,K^))=Z, 

然后证明引理 （7.13). 

7.5 曲面符号 

以 H ( P ) 表示添了 P 个环柄的球面， M (旬 表示缝上了 <7个 
M 6 biu S 带的 球面. 有两个问题仍然待解决. 

问题1曲面 //( P ) 与 M (⑴的定义是否完善 ? 換句话说，如果 
我们先取一个球面来添加一些环柄（或 M 6 bius 带〉 ，然后再另取一 
个球面也添加间样数目的环柄（或 M 6 Miis 带） J 旦添在球面上与前 
一次不同的部位，两次所得的曲面是否同胚？ 

问题2标准曲面 ⑴ , M ( l ) ，片⑵ ， M (2) , H (3 ) ，…是 
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否拓扑地互异？ 

我们将通过构造标准曲面的模型来解决这两个问题.先考虑 
可定向的情形，假定给了带有两个环柄的球面.对于毎一个坏 
柄，如图 7. 19选取一对简单闭曲线围绕各一次.这一对曲线以同 



一个点为基点，除此之外再沒有公共点.假定我们沿着以 a ， b 来 
记的曲线按箭头所指的方向把曲面切开 • 则我们可以把曲面摊开 
成为一个长方形，在其內部添加了一个环柄 • 再沿着曲线^与4 
作一对切割，产生一个八边形的模型，八个边都有适当的标记 
(图 7. 20)，确定了怎样成对地粘合这个多边形也就完全确定了原 
来的曲面；而这些讯息却已有效地存貯于所谓曲面符号內 • 要得 
到这曲面符号只需按顺时针方向沿着多边形依次读出代表各边的 
字母，如果某一边上箭头指的是逆时针方向，则应加 一个一 1在 
相应字母的右肩上，因此，添上两个环柄的球面具有曲面符号如 
abar 1 b - 1 cdc - 1 d ~ l 9 

只要继续一次一次地切割，很淸楚，我们可以给具有 P 个环 
柄的球面造出一个模型，它是一个 4 P - 边的多边形，按符号 
b ^ 1 a 2 b 2 a ^ 1 —a p b p a - 1 bi 1 




而坫合成对的边.由于具有相同曲面符号的两个曲面 显然 是同胚 
的，我们就对可定向曲面回答了问题 1. 

在不可定向的情形，如图 7. 21 那样沿着一条曲线切割 Mobius 
带，这条曲线橫穿过 M6bius 带一次.请读者自己验证如果我们 
有？ fM 6 M us 带，则得到一个扣-边形，相应的曲面符号为 
a l a l a 2 a 2 — a q a qi 于是又肯定地回答了问题1 . 

为了要说明曲面 S \ H {1) ， M (1) , H (2> ，…是互不同胚的，可 
通过计算它们的基本群来看出.这里将用.到 van Kampen 定理 
(6.13). 为 了说明方法，还是选择好(2)作为讨论对象.从 H (2) 
挖去一个开圆盘得到一个空间，它以四个圆周的一点幷集为形变 
收缩核；这个空间的基本群是自由群 Z * Z * Z * Z ， 以 
d 为生成元，这四个元素是由 原来的 四条环道所代表的.如用 C 
表示这个空间的边界，则环道 Ma — 扣 1 显然同伦于巧 （ C ) 
的一个生成元 • 因此， van Kampen 定理给出 

(H [2))={a ,b ,c ,d\aba~ l b~' l cde- 1 d.- l ~e} t 
同样的论证可以导出 



当然我们已知道以是单连通的. 

如果把这毎一个群交換化，換句话说，作各个群关于換位子 
群的商群，则① （ W 0 Q )) 成为具有 2 p 个生成员的自由交換群 

Z xZ x ••• x Z, 

而⑷）为 <7个元素 Xl ， x 2 ，…，所生成，服从于关系 
{x l x 2 ^*x q ) 2 — e 

的交換群.換为一组新的生成元\^!*"43 2 ，^ 3 ^..3 (! ，我们看 
出这个交換群是 
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X z X … x 

共 9一1 个无穷循环因子.由于这些交換化的群之中每两个都不 
同构，可以得出结论说，标准曲面中的任何两个不同胚，这就完 
成了我们对闭曲面的分类. 

H ( P) 叫作亏格为 P 的标准可定向曲面， M (<7) 叫作亏格 的 
标准不可定向曲面. 一旦知道一个闭曲面的亏格以及是否可定 
向，这个闭曲兩就完全决定了. 

到这里，我们建议读者把 Ma ssey [9] 中给出的关于闭曲面分 
类定理的另一个(在历史上早得 多的〉 证明自己作一遍， 

近来拓扑学方面的许多工作围绕着关于流形的硏究.这是类 
似于曲面的高维对象.一个 n - 维流形，或筒作 n - 流形，是一个 
第二可数的 Hausdorff 空间，它的每一点有邻域同胚于空 
间 E \ S \ P ^ 都是 n - 流形； 々是闭的4-流形（“闭”的意思是 
紧致连通）； n - 流形內的任何开集是 n - 流形，因此，。/■(⑴是…维 
流形》$0⑻是一个 —1)/2 维闭流形；最后，透镜空间 L { p , q ) 
都是闭 3 -流形.这方面的硏究虽然取得了很大进展，但许多基本 
问题尙未得到解答.最重要的是著名的 PoincaK 猜想.如果表 
达成问题的形式，它问道，是否每一个单连通的 3 -维闭流形同胚 
于以 • 

习 题 

22. 图 7. 22所画的两个曲面是否同胚？ 

23. 如果从闭曲面挖去两个不相交圆盘的內部，幷将所得 
的两个边界圆焊接，将会有什么结果？ 

24. 用分类定理证明连通和（习题 3) 的定义是完善的. 

25. 假定每个紧致曲面可以单纯剖分，证明紧致曲面的边 
界，假如非空的话，由有限多个不相交的圆周组成， 

26. 证明任何紧致、连通曲面，同胚于从一个闭曲面挖去 
有限多个互不相交圆盘內部而得的空间， 
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图 


27. 球面穿 / t 个孔所 
得空间的基本群是 什么？ 

28. 以 H ( p ， r ) 记从 
H ( P ) 挖去互不相交的 r 个 
圆盘內部所得空间，以 
M M ， s ) 记从 M (的挖去互不 
相交的 s 个圆盘內部所得空 
间. 证明 H ( p ， r ) 可以 从平 
面上一个 （4 P + SO - 边形区 
域按下面的曲面符号焊接它 
的边而得到 


1 >, 



图 r .23 


a i b i a 1 1 bi 1 ...apbpor/b 、 l x 1 y l x~ 1 1 … 、 

(图 7.23 可以作为一个提 示）. 

29. 求出习题28所定义 M(4， s > 的一种曲面符号， 

30. 计算 W(p, r) 与 M (9 ， s) 的基 本群. 

31. 证明片 （ p ， r ) 岂 //( p ，， P ) 蕴涵 p = p '， r== " ; M ( q fS ) 
- M (?/ ， 〆 ） 蕴涵 ，口 幷且 找不出 p ， q ， r ， s 的値使得 

32. 把紧致连通曲面的亏格定义作，对每个边界圆周盖上 
196 



一个圆盘所得闭曲面的亏格 • 证明一个紧致连通曲面完全决定千 
它是否可定向，和它的亏格以及它的边界圆周的数目* 

33. 确定图 7. 24所画两个曲面的身份 • 从这两个图你能提 
出一个一般性的结论吗？ 



图 7.24 
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8.1 闭链与边缘 


8. 单纯同调 


我们已经有了一种办法来区别球面与环面，那就是利用基本 
群.球面上的任意环道可以连续地缩成一点，換句话说，球面是 
单连通的，但是环面则不然.基本群是一个可贵的工具，但也有 
严重缺点.我们可以回想起一个多面体的基本群只依賴于这个多 
面体所对应复形的2-维骨架，这就使得用它来硏究基本上是2-维 
的问题非常理想（比如区別两个曲面），但是对于像求证心不同 
胚于&这样的问题，基本群就无能为力了. 

为了试图克服这种困难，我们对于每个有限单纯复形 K 配备 
以一 序列群尺〆^)，4=0，1，2, … ，叫作尺的单纯同调群.这些 
群将利用 K 的单纯复形结构来定义，但它们实际上只依賴于多面 
体丨的同伦型，从而使得我们可以定义任何紧致可剖分空间的 
同调群.毎个是有限生成的交換群，它可以看作是在某 
种意义之下对空间丨內 07 + 1) -维空洞的 量度. 例如，我们将看 
到群(心)为非平凡的，符合人们的’那种感觉（当把々看作位 
于£ 5 內时），即&包着一个5-维的空洞. 

复形的同调群构作起来是很麻烦的，为此，我们先试试看给 
出一些动机和背景.球面与环面还可以用一种与上面所说不同的 
方式来加以区别.球面上的每个简单闭曲线使球面分离，因此， 

构成球面上某个区域的边 
界.对于环面来说，情况幷 
不是 这样： 图 8.1 画出了环 
面上三条简单闭曲线，其中 
仅仅一个，即曲线5，是一 
小块曲面的边界.为了认淸 
环面里有空洞，当我们考虑 
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简单闭曲线时应当有一种办法把那些作为曲面块边界的曲线予以 
忽略. 

很重要的一点就是认识到作为曲兩块边界的曲线不一定是零 
伦的.例如，穿孔环面的边界圆周是整个曲面的边界，但我们知道 
它代表基本群里的一个非单位元素. 

由于以后就会明白的道理，我们将限于考虑环面的一个选定 
的单纯剖分，考虑这个剖分之下的定甸多边形曲线，序向仍然是 
用箭头标在曲线棱上来表示.若一条棱的顶点为则记号 
表示按从 y 到《»而定向的这条棱.类似地，若是 
內一个三角形的顶点，则表示按顶点次序而定向 
的这个单纯形；因此 

(u ， y, W )= (y ， w ， u) = (w,u,tO. 

序向的改变用一个负号来表示，即 

( 圯， "）= —(y ，《 0 ， iv t u t w)= — 

定向棱 （K> 的边緣定义作 

d{v f wy^zw—v 9 

定向三角形的边緣定义作 

a(u,u ， ty) 二 O,») 十 （ W , u) + (u,y), 

注意， （w，f,«0 的边缘 
是它的棱之和，每条棱 
的序向是由三角形的序 
向诱导来的， 

如果把如图 8.2 中 
A 那样的定向曲线看作 
它的各定向棱之和 ® 8.2 

A = ( u ，"） + 0,W) + 0,j=) + (x,y) + (i/,u )， 

幷线性地定义它的边绦为 _ 

dA = d(u,v} + ddv,wy^-d(w,x') +3<Xj/) +a(j/ ， ti )， 

则显然各项互相抵消，从而有一种形式化的办法来识別象 A 这样 
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的曲线是闭的，或者说沒有边缘，其次考虑定向曲线它也是 
闭的，不仅如此，它包住了 K 的三个三角形，如果我们把这三个 
三角形按图示定向，幷把它们的幷写成 

且计算边缘，就得到 

3 (e , a, 6) + 3 (e , 6 ， e) + 3 (e , c ， i ) 

= (a ， fc) + (6,e) + (e,a) + (&, C )+( C ,e) 

+ (e,6) + (c,i) + (ci,e) + (e, C ) 

= (a ,6) 十+ { e , a ) + (b , c ) + ( c ， e ) 

一 ( b , e ) + ( c , d ) + ( d , e ) - ( c , e ) 

=( a , b ) + ( b , c ) + ( c , d ) + ( d , e ) + ( e , a ) 

— S , 

使得 B 为环面上一块曲面的边界这个事实有了一个精确的表达， 
现在考虑 K 內定向棱以整数为系数的线性组合 

入 1(屮,口… + h(Wfc) ①， 

而且假定它在下面的意义之下沒有边 界：即 

+ — + l k d ( u k , v k ) 

为零 • 这样一个表达式叫作 K 的一个 1- 维 闭链.这样作似乎失掉 
了一些几何涵义（“五倍一个单纯形”沒有什么意义），但是有利之 
处在于 1- 闭链全体在加法 

^ i ( u i > v i )+^ f i i ( u i , v i )-^( X i + fl t ) ( U it Vi ) 

之下构成一个交換群.我们记这个群为 A (X), 

K 內的一个定向的筒单闭多边形曲线看作它的定 向 棱之和 
时， 是特别筒单的 1- 闭琏，可以称之为初等 i-m 链.验证 4(/0 
可由这些初等闭链生成，是一个不难的习题（我们建议读者去 
作)， ^ 

回顾前面的曲线 b ， 我们说一个 1- 维闭链是一个边缘闭链， 

① 记住，入（“，》)与（-人/(*,<0总是相等的 • 
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或简称 边缘， 假如可以找到定向三角形的一个线性组合，它的边 
缘正是已给的这个闭链.所有的边缘相当显然地构成的 
一个子群丑^夂)，而我们打算把它忽略掉.因此我们作商群 
氏⑻二2,00/100, 

叫作 JC 的 1- 维同调群. 

两 个闭链 的差如果是一 
个边绦，则它们代表坧(幻內 
的同一个元素，这时，这两个 
闭链叫作是同调的，例如， 

图 8.3 上的闭链 A ,力是同 
调的，因为 A — A 是它们 
之间管形区域（它的三角形如图示而定向）的边缘. 

稍后我们将要看到， H t ( K ) 同构于 Z ㊉ Z , 幷且可以用初等 
m 链& 来代表这个群的生成 
元， 这里义 是一个经圆，％是 
纬圆.所以，任何其它的 1- 维闭 
链必定同调于这两个闭链的线性 
组合，例如，在图 8.4 中，“对 
角”闭链2同调于々 + 因为 

Zl + 2 2 _ Z 是半个环面的边缘， 

为了说明 1- 维同调群定义的 
动机与背景，我们一直在同环面 
的一个特殊的单纯剖分打交道. 

但是，很显然，我们的作法对于任何单纯复形 K 有意义.不仅如 
此，下面我们就要看到，很容易把这种作法推广，使得对于毎个 
非负整数4有一个同调群 H q ( K ). 

8.2 同调群 

设 K 为有限单纯复形，我们知道，除了顶点以外，&的每个 
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单纯形恰好有两种不同的序向，顶点则只有一种可能性，一个单 
纯形经过选定序向之后就叫作一个 定向单纯形， 通常用记号 a 或 
T 表示， 

定义 C 9 ( K ) 为 K 的全体定向 q -单纯形所生成的自由交換群， 
再加上关系 


cr + r 二 0, 

这里 ( T 与 r 是同一个单纯形，但序向相反.这个群的每个成员叫 
作一个 <7-维链，群匚^心叫作凡的^维链群.注意 C g ( iO 为自 
由交換群，它的秩等于 K 的<7-单纯形总数. 

一个 t 链可以看作 K 的定向<?-单纯形的一个整系数线性组合 
A i<Tl+ … + A s cr s , 但这里我们要记住 A ( — cr) 与 ( 一 A)cr 总是 同一回 
事，其中 一 cr 表示 a 将序向反转. 

我们经常要在这狴链群上定义各种同态，所采取的步骤总 
是： 先确定同态在 C g ( K ) 的每个生成元上的値，也就是说，在 K 
的任意定向 t 单纯形 a 上的値；检验关系 a +( — d )=0 是否保 
持； 然后线性地扩张到其它元素， 

一个很好的例子是边缘同态.一个定向单纯形的边缘是定 
义作将每个 （ fl -1)- 维面给以诱导序向，再把它们相加而得的 - 
0?-1)-链. 

需要引进一些记号来写出计算边缘的公式.若?-单纯形的顶 
点为 y e ， …，记号(％，…表示按这个顶点次序而定商的单 
纯形.因此，对于0,…，彳的任何置換0，有 

(〜， …， 4) =sign , 

这里 sigii 0= + l ( — 1)，当0为偶(奇）置換_按照这些记法，定 
向 <?- 单纯形( IV,…， h >的边缘为 

d ( V 0,''' , V q ) = ^ (-D ( y 0,."， 〜，…，〜）， 

i - 0 

其中（％, …， 表示去掉顶点 h 所得的定向（<7-1)-单纯 
形，不难验证，改換 a 的序向时，它的每个面上的诱导序向也跟 
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着改換，从而 


da + d( — u) ~0, 

因此3决定了一个同态 

d '.Cq (K) —*-Cq_j (K ), 

在 *7 = 0 这个特殊情形，我们定义单个顶点的边缘为零，幷且令 
C_ 1 ( 7 O = 0 . 

与 8.1 节所说的相对照，很自然地把同态 
O-.C^Ky^C^iK) 

的核叫作 K 的维闭链群，记作 

(8.1) 引理 迭合同态 

-^—*C q (K) g > Cq_i (K) 

为零同态. 

证明 只 需验证= 施用于 / C 的任何 (fl + D - 维单纯形 

时得出的结果为零.于是 
d 2 (v or - f v q+1 ) 

9+1 A 

~ d ^! < — 1) 1 (^Or ••• ,…， fg + 1) 

* - 0 

9 + I 9+1 

= 2 1 S (-1) 7-1 ( v 0 ,''', v i, , v j, v g+i) 

i = o ，’ = J - 十 1 

4+1 1—1 A A 

+ <~D ' —1) ; ， 

i = 0 ； = 0 

由于每个定向 (4_1>- 单纯形 

A A 

( y 0, … ， "i ， y Wq4l) 

在上式右端出现两次，一次带有正负号（一 1 V + 1 - 1 ， 另一次带有 
相反的符号 （一1) •_+，'，于是所有的项成对地 抵消. 

如果以万9(尺）表示1^态心<^ +1 (70 — (^(；0的像，则上面 
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的引理表明 S g ( K ) sZ q ( / o 的子群，我们称 S 9 ( 幻为 q - 维边缘 
闭链群， 或简称? -维边缘群. 

K 的 t 维同调群 定义作 

H <l {K)=Z q {K)/B % {K) m 

由?-闭链 2 所确定的 H g Cfi ：) 中元素叫作 z 的同调类， 记作 
[ = ]. 差为<7-边绦的两个4-闭链具有相同的同调类，这时它们叫 
作 同调的 闭链. 

同调群 (70 按定义为有限生成的交換群，因此它可以写 
成尸 ㊉ F 的形状，其中尸是有限生成的自由交換群（換旬话说， 
是有限多个 z 的直和)，7 1 是一个有限交換群. r 的元素就是同 
调群中的有限阶元素，称为挠 元素. F 的秩，也就是当把 F 表示 
为循环群直和时，直和因子的个数，叫作凡的维 Betti 数①幷 
且用心来记， 


习 题 

1 . 验证当改換单纯形的序向时，各个面上的诱导序向也跟 
着改換. 

2. 对于任何复形尺，8 . 1节所说的初等1-闭链生成 A (尺)， 

3. 取图 6.2 所给 M 6 bius 带的单纯剖分，取定其中一个三 
角形的序向，然后顺沿着带子使三角形一个一个地定向，使得每 
次取的与以前已选定的序向相容（当然，走一圈回到原来第一个 
定向的三角形时，不再相容），取这些定向三角形的和而得到一 
个2-维链，它的边缘是 什么？ 

4. 设&为图 6. 4所画的复形，假定作了粘合使 | K | 为环面. 
把 K 的三角形这样地定向，使得如果两个三角形有一条公共棱， 
则它们的序向是不相 容的. 取这些定向三角形的和，幷计算边 


①用了意大利数学家 Esrico Betti (1823—92) 的名宇命名的 • 
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缘. 

5. 如同习题4,不过这次除了对一个三角形外，其它所有 
三角形都取相容的序向，唯有那一个三角形“娛”取了序向. 

6. 按某种方式单纯地剖分“蜷帽”（图 5.11), 幷确定是否存 
在2 •■闭 链. 

7. 证明 X 內的任何闭链是 K 上的锥形中的边缘， 

8. 单纯地剖分5^，使得对径映射为单纯映射，从而诱导 
了的一个单纯 剖分， 若„为奇数，在的这个剖分里找出 
一个 n - 维闭链.当 n 为偶数时，有什么 因难？ 

9 . 剖分 M 53 bi US 带使得中心圆是一个子复形.将边界圆与 
中心圆定向，得到的初等 1- 维闭链分别叫作 A 与证明&同 
调于22或一2之， 

10. 设 | A 丨同胚于从环面挖去三个不相交圆盘的內部所得 
的空间*将 I 的每个边界圆周定向，幷令々表示所得的 
凡的初等 1- 闭链.证明 

[之3]=他]+"1>2]， 

其中2=士1，如果将环面換为 Klein 联，能有同样的 
结果吗？ 

8.3 例子 

在这一节我们要算出几个同调群，所用的方法是相当原始 
的，幷且我们是有意这么作的，因为对同调群进行任何比较系统 
性的计算，都将使我们走出太远.目的是为尽快地讲到同调论的 
一些有意义的应用而作准 
备.如果希望知道更深奥一 
些的论述，见 Maunder [18] • 

例 1设 K 为图 8. 5中所 
画的复形.顶点 v lt v 2 f v 3tVi 
生成 = 幷且 

图 8.5 
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C ,( K ) 可以看作由定向 1- 单纯形 

{ V l , V i ) , (〜，％)， （ h ，3) ， W «) ， 0 3 , h ) 

生成的自由交 換群. 因此，50(^0=30 〆 ^：)由 y 2 — u 4 _ 以， 

W 3 — V 2 , V i — V 2 f V i — U S 生成，幷且我 们看到 U 2 ， I 都决定间一 
个同调类，于是， 

H 0 ( K )= Z 0 ( K )/ B 0 ( K ) 

是一个自由循环群，由 [6] 生成. 

群之:(尺）由初等 1- 闭链生成，通过观察可知共有六个，即 

z 1= (v t ,v z ) + (y 2 ,y 4 ) + 

(” 2 , k 3 ) + ( f 3 , 心）+ ( v if v 2 ), 

, 2 S = (y,, V z ) + (v 2 , v 3 ) + (t>3 f v t ) + (v t , Vl ) f 

再加上一々，一々与一々.由于 2 3 = A + r 2 ， 我们知道， Z ,(/ r>s 
ZQZ , 生成元为复形 A ： 只有一个2-单纯形，故<^ 2 (/0是 

3 ,心）所生成的无穷循 环群. 这表示说仏00=扣 2 (^0由 
3 0 2 ,^ 4 )=〜生成.因此， 1- 维同调群 A (幻同构于2，由 
[ A ] 生成. 

最后，不存在2-闭链，也不存在维数大于2的单纯形，因此 

H g (7 C )=0, fl >2. 

例2 若复形 X 的两个 顶点 属于 |尺|的同一个连通分 
支，则它们是同调的，因为我们可以用一个棱道连结 
y 到 w ， 其中任意两个相邻的顶点不相同，然后验证 " 是 
1 -维链 WD+ ㈨ 八） +…+ (以，）的 边缘. 读者 可自己搞淸楚 
下面的 事实， 即不 是位于 I 的同一个连通分支的两个顶点不能 
同调，幷且单个顶点的整数倍不为边缘，从而证明了下面的结 
果： ， 

(8.2> 定理 丑。(幻是自由交換群，它的枝等于丨的连通 
分支数， 

例5 设 K 为环面的一个单纯剖分.如果把所有的2-单纯形 
相容地定向，取它们的和，幷且求边缘，则单纯剖分中的每条棱 
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恰好出现两次，幷且以相反的序向出现各一次.因此有一个2-维 
闭链.不难验证，任何其它的2-闭链必然是这个闭链的整数倍* 
(假设定向三角形 （ a , &， c ) 以系数 A 出现在某个2-闭链中，则 A ( fc ， 
e ) 必将在它的边缘內出现.但由&与 e 所张成的椟还在，而且只 
能在 K 的另一个三角形上，这个三角形的第三个顶点用 d 来记 • 
能将 A (&， e > 这一项消除的唯一可能性就是将这个邻近三角形定向 
为 (d ， c ， b )， 也就是与 （ a ， b ， c ) 相容地定向，幷以同样的系数 A 包 
括到我们那个2 -闭链中来.这样对于一个一个三角形作下去，直到 
把复形內所有的三角形都考虑到，我们就看到必需将所有的三角 
形相容地定向，幷且给它们以同样的系数夂）由于在环面的单纯 
剖分中沒有3■•单纯形，所以沒有2-维边缘，于是 HJA ：) 同构于 

如果加以更改而考虑穿孔环面的单纯剖分，则不存在2 - 闭链， 
因为，即使我们如同上面那样把所有相容定向的三角形都包括进 
来，当计算边缘时，位于环面开口圆周上的椟不能被抵消而最终 
将留下.这时，2-维同调群是零， 

Klein 瓶单纯剖分以后计算2-维同调群也得零.同样地，也 
是由于不存在2-维闭链，但这回是由于另一个不同的原因. 
Klein 瓶不可定向，不可能把它的一个单纯剖分的全体2-单纯形 
给以相容的序向. 

注意2-维同调群很顺利地帮助我们把环面-个可定向曲 

面，与 Kleiri 瓶-个不可定向曲面区别开来. 

例4 设复形 K 是一个锥形，換句话说， K 同构于一个形状 
如的复形，其中 L 的维数比 if 的低一个，设 v 为 K 內唯一的 
那个不在 i 內的顶点，通常叫作 K 的尖顶. 

锥形总是连通的，因此，按定理 （8.2) 有考虑 
9>0的情形，定义同态 C g +1 ( 幻如 下. 若尺的定向 
< 7 -单纯形(%，…， t ； g ) 在 L 內，我们定义 d(a)z= ( v , v 0t — f v q ). 
其它情形置 Aa )=0, 显然 Act ) 只依賴于 a 的序向 (不依 顿于选 
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来代表这个序向的特殊顶点次序），幷且在 C q+1 (幻內 d { a ) + 
d (~ o )= o . 因此4决定了从到 C g+1 (iO 的一个 同态. 
可以对任何定向 <?- 单纯形 a 验证 

dd(a) : =cr — dd(cr) • 

(例如，若<^在1內，则 

dd(cr) =3( w.. ， Uq) 

= (%，..,〜)+ 2 (-1) i + 1 — , Si ，.： ， Vq ) 


二 cr 一 dd (a) # 

另一种情形留给读者自己去验证 •） 因此，若 S 是凡的闭链，我 
们有 


dd (z) =z— dd (z) 

这表明毎个^ •闭 链是 t 边缘， 于足 H g ( 7 O =： 0 ， 对于 q >0, 

例5 设4” 十1 为 (n + i )- 单纯形， n >0, 以及它所有的面共 
同构成的单纯复形，设2"为位于边界上的单纯形所构成的复 
形.因此， 1 ITI 同胚于 s n . :^与^”+墙到维数^所包含的恰 
好是相同的一些单纯形•而4-维同调群的定义不涉及维数大于 
9 + 1的单纯形，从而 

H 9 (An + l) 

当0彡时成立 • 但是一个锥形，由例4有丑„(2 11 ) 
- Z * Hi ( S n )=0， 当 — !,(记住我们假定 n >0, 2。由 
两个点组成，所以按例2有 w a (2 °〉=z ㊉ ) 

由于 IT 沒有 ( n + l ) -单纯形， 

H n (^ n )= Z n (^)= Z n ( A n ^) 0 
又由于 H „( zr ^)= o , 我们有 

2„ (』"十 1) =5 n M»ti )= dCn4l (A^) t 

后者显然是无穷循环群，’于是 H »( S n ) 兰把 2 n 的全体 n - 单 
纯形相容地定向就得到一个生 成元. 当然 H g ( 2 r )=0 , 当^>0, / 
—旦验证了同调群的拓扑不变性，就可把称作 rz - 维 
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球面的同调群， 

例6 棱环道与初等 1- 维闭链看起来如此相似，所以复形的 
棱道群与 1- 维同调群之间有着紧密联系是不足为奇的. 

设丨是连通的，选定一个顶点 〃作为 基点.任意一个棱环 
道给出一个 1- 维闭链 

r(a)^= (y,yj) + 夕 2 ) + …+ (以 ， y) , 

这里当 y i = y i +1 时我们就可以 略去 ㈨ ，〜 +1 ).如果把定义棱环道 
之间等价关系的那种运算之一施用于一条棱环道，则所得到的棱 
环道显然同调于原来那一条.因此，对应 a i —4 a ) 给出一个映射 
cjKEiKW — HjK ). 从 P 的定义可知它是一个同态.我们将要 
证明 P 的核是群…的換位子群.回想起棱道群同 
构于丨 K !的基本群，我们将有下列结果： 

(8.3) 定理 若丨是连通的，则基本群交換化就是 K 的 
1- 维同调群. 

为证明0是满同态，只需证明每个初等 I - 维闭链的同调类 
在0的像里.但初等 1- 闭链正是一个定向的简单棱环道看作它的 
各个定向棱的和，比如说 

,iy 2 ) + (w 2 ， w 3 ) + …+ ( 如 8 ,«^). 

如果我们用棱道 r 连结”到％，幷且置 
z ( a )=2 l 5 正是我们所需要的 t 

由于是交換群，0的核必然包含着 的 的換位子 
群.因此，只需证明若 a 为棱环道使得 3( a ) 为边缘闭链，贝 lj { a } 
属于五斤，!；）的換位子群，如前写 

a = vv i v 2 *^ v k v 9 

幷且设 

其中 q 是 JC 的定向2-单纯形.设幷对毎个 i ‘ 
选取棱道 h 连结 p 到棱环道力七卜…〗 1 等价于平凡棱环道 
v ,从而乘积 
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方二 II (YiaibiCiy' 1 ) 1 } 

i - 1 

也是这样，于是得到{邛- 1 }二 { a }. 注意 

ziyiaibiCiy-^^dia^bi ，〜）• 

因此有 s ( ajS - i )= o . 但一个棱环道在 a i — 2 ( a ) 之下映为 1- 维 
闭链0，仅当定向棱 （ a ，6) 出现 n 次时，也出现 n 次.回 
顾定理 （6.12) 中定义的同态 e : E ( K , v )— G ( K ， L ). 在9 之 下，像 
拿 1 这样的环道所代表的等价类将映为群內一些元素的乘积，这 
每个群元素与它的逆元素出现同样的次数.因此，如果我们先施 
用0，然后使 C ( K . L ) 交換化，元素{邱- 1 }将映为 0. 但0是 
•一个同构，因此，{邮 _1 }={«}必然在的換位子群內， 
这就完成了证明. 

设 K 为组合曲面.则按定理 <8.2) 为了求定 

H 1( /0， 只需将|兀丨的基本群交換化.这在第7章末尾曾经作 
过，结果是 

’0， 若为球面； 

2 gZ , 若丨 x I 为亏格5的可定向曲面； 

, ( S — l ) z © z 2 ， 若丨凡丨为亏格 5 的不可定向曲面. 

上面例3的论证表明当组合曲面 K 可定向时/ / 2 (/ C ) 为 Z ， 不可 

定向时为 0* 暂时先承认同调群的拓扑不变性，可写作 

( Z , 若丨为可定向曲面》 

H 2 (K)= { 

(0，若不是 • 

习 题 


11. 计算下列复形的同调群： 

(«) 取三角形边界三个使它们眹结在一个顶点I 

(b) 两个中空的四面体沿着一条棱焊接； 

(c) — 个复形，它的多面体同胚于 MdbiusSi 
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( d ) 一个复形，它单純地剖分圆柱面， 

12. 树形的同调群是什么？ 

13. 证明任何图形与一束圆周有相同的同纶型，同时提出一 
个公式来表达图形的1■•维 Betti 数. 

14. 计算“蜷帽”某一单纯剖分的同调群. 

15. 补齐例4中的计算 W ( cr ) 二 cr 一⑹ ( a ). 

16. 对于开了&个洞的球面，试计算它的某个单纯剖分的同 
调群. 

17. 若同胚于有 r 个洞的标准可定向曲面 H ( p ， r )， 证 
明尺的 1- 维 Betti 数为 

y5 1 = 2p + r-l. 
if 的2-维 Betti 数是什么？ 

18 •若 | iq 同胚于 M 0， S ) (第7章的习题28中的定义 ）， K 
的 Betti 数是什么？ 

19. P n 的单纯剖分有怎样的 n - 维 Betti 数？ 

8.4 单纯映射 

设为复形，为单纯映射.用 s , 我们要对 
每个4构造一个同态 、 

SqZ C q q ( L ) t 

记住一个单纯映射把单纯形线性地映满一个单纯形，但是， 
单纯形的维数可以降低.给了 K 的一个定向4-单纯形(以， 
“• J g )， 若所有的顶点 S < U 。）， …, Sd / q ) 都不相同，我们定义 
为定向的单纯形 ( s { v 0 ) r .., S ( v q )), 其它情形则令 
s g (<7)=0. 由于显然有 


s g ( — cr) = —s q (a ) , 

这就决定了从 C g ( K ) 到 C q ( L ) 的同态. 
我们断言， Sq 又转而诱导同态 

Sq^'.Hq(K)-*Hq(L ) 9 
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为了要证明这一点，必需阐明化将 K 的闭链映为 L 的闭链，幷且 
把边缘映为边缘.最有效的办法就是用下面的 引理： 

(8.4) 引理 dSq - S ^ d '. Cqm ^ Cq ^ iL ), 也就是说，下 
兩的固表可 交換： s 

Cq ( K ) - - ► Cq ( L ) 

1 1 
C q _,( K ) -^4 C ^ iL ) 

证明 我们来证明对于 K 的任意定向 I 单纯形0=(% ，…， 
V q ) 有 

ds q (cr) =s q _ 1 3(cr). 

如果所有的顶点互异，这是很明 显的. 若不然， 
设 s ( h ) = s ( y fc )， 其中/<乙按定义我们有 Sg ( ff )=0， 从而 
3 sg ( a )=；0 .但 

S q _ i 3(0 r ) = 2 (-1) ， s 9- l ( y 0,»*, ^ i , —, fq ) # 

* = 0 

分析这个和式中的项，若《不是/或左则 

A 

— … ， y g ) =0. 

剩下的两项是 A 

(— 1 ) J Sq〜i (〜，.•.，〜•，.•.，％) 

与 A 

. (―…， y g ). 

这两项不为0,仅当 s 把巧与 ％映为同一点，幷且除此之外， 
再沒有别的顶点被 s 粘合了；但这时，由于 

— , V q ) 

= ( S ( V 0 ) , …， S (!■»,•) , S ( V q )) 

= (— l ) l ~ i ~ 1 ( s ( V 0 ) , r .. t s ( Vq )) 

=( 一 D *-/- i Sq _“ t ； 0 ，…, 山 
这两项又互相抵消， 
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现在看 K 的任意？-闭链即 0. 按引理 (8.4) 有 
ds q (z) = S q _i3 ( 2 ) = 0 ， 

可见 4(4 是 i 的亡闭链.类似地， 若 则& =扣， 
ceC ^. iK ), 但是 

5 Sq +1 ( C ) = S q d ( C ) = S g (&) ， 

于是有因此 

s q (Zq (A") ) gZq (L) ， Sq(Bq (K) ) (Z,) , 

这正是我们所需要的， 

在结束这一节时介绍几个术语，有助于使以后 几市的 陈述简 
化不少，群与同态构成的一个总体 

•••—- ~ *C q (K)~ ~ (K) — ~>•••—-~ >C g (K )~~>0 

叫作 K 的链复形，记作 C 7( i 0, 如果对每个 4 有同态 0 g : C ； g(iO 
— C ,( L ) 满足 

d < Pq =( pq ^ l d , 

则把它们总起来简记作 <}> ： C(K)-*C(L), 幷把0叫作一 个链映 

射. 

因此，从凡到 L 的一个单纯映射诱导了 K 的链复形到 L 的链 
复形的一个链映射，链映射的重要性质是它诱导了同调群之间的 
同态 

(K) -*Hq (L) # 

证明和上面对于单纯映射所诱导链映射的这个特殊情形给出的证 
明完全一样， 

有时，在不致引起混乱的前提下，我们还要进一步简化记 
号，简单地把同态写成 

4> ： C q (K)-^-C q (L) , 

(K)—H q (L), 

(8.5) 引理若是第二个链映射，則 
为链映射，并且 
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(l^ o 0) *= O (K)-*H q (A/). 

证明留给读者自己去完成（习题 20), 


8.5 辐式重分 

这一节的目的是要证明重心重分不改变复形的同调群.为此 
目的，我们将要阐明，重心重分一个复形可以怎样通过逐次使用 
一种非常简单的，称为辐式重分的运算而达成. 

设尺为复形， X 为尺的一个单纯形，设^为/的重心 • 把 K 
的单纯形按下述方式分裂_不以 Z 为一个面的单纯形毫不涉及. 
若 A < B , 令 L 为 B 的边界上的一个子复形，由所有 的不以 A 为 
面的单纯形构成；将 B 替換为以 i 为底，〃为尖顶的锥形如图 
8.6. 这样作是有意义的，因为，把 p 添入 L 丙任何单纯形的顶 



® 8.6 

点集合之后仍然是一组处于一般位置 的点. 如此所得的复形记作 
K , ， 我们说 A ' 是从尺 经过辐 式重分 单纯形 A 而得到的， 
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困 8.7 


如果从一个复形 K 出发，按从高维到低维的顺序依次辐式重 
分 K 的毎个单纯形（同维数的单纯形，先分哪一个，后分哪一个都 
无所谓）.于是，如图 8. 7显示，我们将得到第一次重心重分.当 
然可以再重复这个步骤达到任何 

(8.6) 定理 若尺/从凡经过单独一个辐式重分而得到，则尺， 
与 if 有同构的同谰群. 

(8.7) 系重心重分不改变复形的同调群、 

我们要构造一个链映射 X : C ( K )-* C (7 T )， 幷且证明它诱导 
同调群之间的同构.如同往常，只需明确 X 在 X 的一个典型的定 
向 g - 单纯形上怎祥作用，幷相应地小心注意是否 

设 F 是 JC 经过对 
单纯形 X 作辐式重 
分而得到的.若 A 
是 a 的面，则构成 
F 时， g 分裂成 
若干个较小的?-单 
纯形.定义 Z ( CT ) 是 - { v , v u v a ) 

兀/的那一个链， 

它是凡/內构成 a 图 8 - B 

的各个单纯形定向后之和，这每一个小单纯形的序向是由 
a 原来的序向诱导来的•图 8. 8举例说明了这个定义，更形式化 
一些说，若 

°- ( V i f ^> V k, V k+l,''', V q) t 

幷且 …， A 是 A 的顶点，则 

I - Q 

若不以 A 为面，测令 x ( cr )：=' 
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(8.8) 引理 x 是链映射 

证明不外乎计算与 Xu 3在 K 的一个典型？-维定向单 
纯形上的效果，验证二者是相等的.这些就留给读者自己去作， 
虽然像引理 (8.8) 这样的结果，证明起来必定是计算性的，可是 
几何上的考虑总是给出很强的暗示，表明这样的结论应当成立， 

X 施用于 K 的一个定向单纯形所得到的是分裂后各定向单纯形之 
和，这一点幷无出奇之处，关键在于由此而产生的，额外的边缘 
都互相抵消掉.在图 8. 8里，这个事实相当淸楚，那里有 

= d ( v , v it v 2 )— d ( v , v 0 > v 2 ) 

= Xid ( v 0 f v lf v 2 )- ( v f v 2 ) + ( v , v 2 ) t 
毫不令人感到意外，称 X 为重分链映射.于是有同态 
X ， .H q (K)—h! q (K ') ， . 

而我们将证明这些同态是同构，从而证明定 —(8.6), 

仍然令"。，…, A 表示 A 的顶点，1/表示/的重心.设0为 
从^^到^的单纯映射，它把〃送到 幷使 K ' 的其它顶点保 
持不动.用同一个记号0表示它所诱导的从 C (/ T ) 到 C ( if ) 的 
链映射.现在对毎个卟是的恒等同态，按引理 （8.5) 
就知道 ^ ^ 

H q (K)-^ H q (K') 丄 、 H q (K) 

是恒等同构. 

我们完全有理由相信 K 为) u 之遨. 设2为的闭链， 
考虑 2 — 刈(幻* 若 L 为 K ' 內所有的以 y 为顶点的单纯形，以及 
它们的面所共同构成的子复形， L 是以^为尖顶的一个錐形.而 
且卜 X 0 ⑻ 是 i 的一个扣闭链，这是因为;（与0在 L 之外为恒 
等映射，幷且 


d ( z - xd ( z ))= d ( z ) — x ed ( z ) = o . 

但是，从 8. 3节的例4,錐形的同调是完全知 道的： 当时 
Hq(L)=o f . H 0 (I) 
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因此，当<?>0时，闭链 2 — X 0 ⑻必为 i 上某一个 07 + 1) -链的 
边缘，自然也就是的一个 （<?+].) -链的边缘.換句话说，^ 
与 X 0(2) 代表內的同一个同调类.这就证明了 
H q (K') 二 ％ H q (K) 

为恒等同构，从而，验证了 G 是一个同构. 9二0的特殊情形留 
给读者自己去作.这就完成了定理 （8. 6> 的证明. 

若 为 K 的重心重分，则我们可以从 K 出发经过一序列有 
限多次辐式重分而得到它，所有相应的重分链映射迭合起来给出 
一个链映射 

X:C(K)~*C(K m )， 

叫作 重分链映射. 顺着另一个方向，对应于每个辐式重分我们有 
一个单純映射0:它不是唯一的，但我们约定每一步选定其中一 
个.这些单纯映射的迭合仍用同一记号，我们写 
像这样造出的映射将叫作标 准单纯映射. 

习 題 

20. 证明引理 <8.5), 

21. 核验重分映射 X : C ( A ：)4 C ： C ^) 是链 映射， 

22. 通过验证 Euler 示性数经过辐式重分不变，而给出重心 
重分 不改变 Euler 示性数的第二个证明 4 

23. 设 单纯地逼近 若 n > m ， 

幷且0: — 是一个标准单纯映射，证明单 

纯地逼近 

8.6 不变性 

复形的同调群虽是用复形的单纯结构而定义的，但却是相应 
多面体的同伦型不变量.现在我们就来阐明为什么是这样.论证 
之中，那些过多的，易使初学者咸到如墜五里雾中的计算性细节 
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将有步骤地挪入本节末尾的习题中去 
主要定理是下面的几个： 

(8.9) 定理 任何连续映射/: 对每个维数诱导一 

个同态 ® . 

(8.10) 定理 若/是|以的恒等映射，则每个 /*: H g ( K ) 
-> H q ( AO 为恒等同态，并且，若有两个连续映射 

一 i M 丨 ， 则对一切有 

(g O fu = g * O 

(8.11) 定理 若/，,?•丨尺丨― lij 为同伦的映射，则对一切 9 
有 

j * = 9*:Hq (K) ― ►// q(L) • 

立刻可以 导出： 若多面体与|^|有相同的 同论型 ，则 
ic 与 L 有同构的同调群.因为，若 —| L | 为同伦等价，沒 
是它的同伦逆，则迭合同态 

Hq (K) q (L) - yHq (K) ， 

Hq ( L ) - >H q ( K ) - * H q ( L ) • 

都是恒等同态.从而，对于每个4, f ^： H q ( K )-* H q ( L ) 是同 

构. 

因此， 若叉 是紧致可剖分空间，则任意选一个单纯剖分 
t : 幷且用它来定义义的同调群 Hg ( X )， 即 Hg ( X ) = 

H q ( K ). 无论怎样选取单纯剖分，我们将得到同一个群（除开一 
个同构）. 

我们已经看到一个单纯映射怎样诱导了同调群的同态*毫不 
奇怪，单纯逼近定理 （6.7) 使我们能过渡到任意连续映射的一般 

① 实际上应当用 更麻烦 的记法 f <,*> B „( K )^ H ^ a) r 

② 不要忘记在这一章里所有的单纯复形都是有限的. 
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情形.设 /:IA — 连续，选取它的一个单纯逼近 — 
1^1. 设 >:: c ( io -> c ( ir ») 为重分链映射，则定义/所诱导的同 
态 f •: Hq ( K )~^ Hq ( L ) 为迭合同态 

H q (K) H q (K m ) ~^H q (L), 

遗慽的是在这个定义中包含着一个选择，即单纯逼近 s 的选 
择.为了要说明这个选择实际上不影响最后的结果，幷且为了要 
证明定理 (8 , 10) 与 （8.11) ,我们需要下列的两个 结果： 

(1) 若 | iC |-| Z .| 是在下述意义下 /邻近 ’的单纯映射， 
即对 / C 的每个单纯形 A ， 可以找到 i 内的单纯形5,使得 s ( A ) 
与 *( A ) 都是 S 的兩，则对一切々有 

• -^9 ~*H q (L 、 • 

(2) 若 /，t 1 凡卜⑷ 为同伦的映射， 则可以 找到单纯剖分 

K m ， 以及一序列单纯映射 S ! ，…， s n : — ，使得 S ! 单纯地 

逼近/，单纯地逼近0，并且相邻的每一对单纯映射 Sj ， s i+1 
在结果1的意义下邻近， 

在本节末的习题24—32中将结果1与2的证明分解成了比较 
容易逐个完成的步骤. 

假定我们按两种不同的方式单纯地逼近了一个已给的连续映 
射 / : j / C 卜 K |, 即通过单纯映射 —| L | 与 — 

其中 n > m . 设 

Xt ： C(K)~*C(K m ), X2 ： C(K m )^C(K") 

为重分链映射，幷且设— 是一个标准单纯映射 • 

如果我们想说明无论用 s 或 f 来定义 /* 都一样，则必需验证 

^ * Xl * = ^ * Xz * Xi *~ (^) q ( L ). 

容易看出是 /: — 的单纯逼近.但 f 也 

是，因此， M 与 f 必然是邻近的单纯映射，幷且 
—t* : Hq (K u ) ~>H 5 (L) m 
由于巳经知道 0* 与 X 2 * 二者是互逆的，我们有 
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^ — s ^6 i * — i 

这正是所需要的，现在就眞正有了一个完善定义的同态 
h ， .H q (K)-*H q (L )， 

我们于是证明了三个主要定理中的第一个 一 定理 （ S .9). 

定理 （8.1 Q ) 的证明 定理的第一部分从同态的构作方式显然 
得出.设已给连续映射 

我们先选取 f \L"\->\M\ 的单纯逼近然后再选 
取 —| L ”| 的单纯逼近 令 

h:C (K、—C (K n ) ， x 2 ： C(L)~*C(L n ) 

为重分链映射，幷且令0: 为一个标准单纯映射•看 

下面的由同调群与它们的同态构成的 图表： 


H q (K m ) H q (L") 



Hq (K) ―- ► Hq (L) —> Hq (M) 


不难验证 0 s 单纯地逼近 /: 丨 fs 单纯地逼近 
因此 

9* ° f * — ^* Xi * 

^X\*~ (is) afXilt 
= (5 o /)* 

如所欲证/ 

定理 (8.11) 的证明 这从前面的结果1与2直接得出， 因为 
按结果2中确立的记号，我们有 

f* = s^x* = s 2 ^xi= — = s n lx* = 9*» 

完成了不变性证明以后，我们就可以开始解决一些有趣的问 
题.参照 8. 3节的计算，我们知道， n >0 时， n - 维球面的同调群 
是 


220 



H 0 (S^-Z, 
H n (S")=Z, 
Hq ( S -) = o , 当 


又只„(5。）三20之， H q ( S 。） 二0，当 4^0. 

(8.12> 定理若 m 孕 n ， 则 S m 与 S ” 不具有相同的同 伦型. 

证明同构于仅当 m 二 n . 

(8.13) 系两个欧氏空间同胚，当而且仅当它们有相同的维 
数 

* 证明若 P 为同胚，则 

S tn -^^E m -{o}^E n -{h{Q)}^S n -\ 

因此按定理 （8.2) 必有 m = n , 

(8.14) Brouwer 不动点定理把映到負己的连续映射至 
少使一点不劲. 

证明模仿 5. 5节中对 ti = 2 情形的证明，用 （n —1)- 维同调 
群代替基本群（另一种证法见定理 （9.18)). 

(8.15> 定理若 Ljiq—S 是闭曲雨 S 的一个单纯剖分，则 
■ S 可定向，当而且仅当 K 的全部三角形可以相容地 定向. 

证明若可定向，在第7章中已经证明尺的全体三角形可 
以相容地定向.若 5* 不是可定向的，则可找到一个单纯复形 i ■剖 
分5 1 ， L 的单纯形不能相容地定向.用 L 来计算5•的同调得出 
H 2 ( S )= 0 , 但如果用 K 来计算，应当得到相同的结果.因此 
H 2 (K)=Q, 这表明尺的三角形不能相容地定向， 

习 题 

24. 若 — 都是的单纯逼近，证 
明 s 与 f 是邻近的单纯映射. 

25. 设 — 为单純映射，幷且假定对毎个 々有同 

态 dg : Cg ( iT ) ( L ) 满足 

d q ^ x d + dd q = ： t—s：Cq (K)-*C q (L ) 9 
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i 正明 S 与 f 诱导同调群之间相同的 同态. 同态 { d q } 总起来叫作 
S 与〖之间的一个链同伦， 

在 T 面三个习题中我们将造出两个邻近单纯映射 — 
之间的链同佗.先介绍一个名词.设 a 为 ic 的一个定向单纯 
形， L 內同时以 s ( co 与 为面的单纯形之中最小的一个叫作 
o' 的承载形. 

26. 对于7 = 1 ^仏（足），当 s ( t ；)= f ( t /) 时定义 d 0 ( cr ) = o , 当 
s(v)izt(v) 时定义 d 0 (or)= ( s ( y ) r t(v)), 验证 

dd 0 =t — s ： C 0 (K)^>~C 0 (L ) , 

幷且4 (a〉 是 a 的承载形上的一个链，何处用到了 s 与 t 邻近这 
一事实？ 

27. 假定对于定义了同态匀： Cd / O — Cwa ) 
满足： 

(a) df^d + ddj~t _ s'. C ^ (,K) -*-Cj (L) j 

(b) d { ( a ) 是 or 的承载形上的链. 

若 a 是 /C 的一个定向单纯形，证明 

d(t(o)-s(a)-d q _ 1 d(a))=Q f 
幷且导出，有某个链 cGC q +1 ( L ) 使得 

Ho) — s ( tr ) —d q _ 1 d{a)=c, 

关键在于 a 的承载形是锥形. 

28. 置心 （0")=匕幷阐明你已经用归纳法造出了 s 与 * 之 
间的一个链同伦， 

29. 现在你可以证明邻近的单纯映射诱导同调群相同的同态 

了. 

30. 设为连续映射，幷且用表示 
对一切 xe|A：|， f(x) 与 g(x) 之间的距离小于弋取由顶点的开 
星形所构成的的开复盖，幷设5是它的 Lebesgue 数； 若 
d{f,9)<S/Z, 证明集合 

/-»(star(y,L)) nff-Hatar^,!.)), t ； 为 L 的顶点， 
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构成的一个开复盖， 

31. 用习题30的结论求整数 m , 以及一个同时单纯地逼近 

f ：\ K -\-^\ L \ 与 f 的单纯映射 s :| P ■卜 | I |. 

32. 设为同伦的映射，幷设 hlKlx /—| L | 
是它们之间的一个具体的伦移，记/以幻二厂以 〆 )，对于给定的 
5>0,求整数 n 使得 

difrxnJ 0<r<n. 

当 n 充分大时，对每个 r 求出 / r / •与/ (r + i )/. 的公共单纯逼 
近，从而验证本节的第2个结果. 

33. 利用&是的一点紧致化这个事实给出系 （8.13) 的 
另一个证明. 

34. 将定理 (8.14) 的证明详细作出来， 

35. 若两个闭沫形同胚，证明它们的维数必然相同， 

36. —个 n - 维带边流形是指一个第二可数的 Hausdorff 空 
间，它的毎点有邻域或者同胚于或者同胚于闭上半空间 
£：. 有邻域同胚于的点全体构成流形的內部.那种点 X ，它 
有邻域 f / 以及同胚以，使得 /(0)= x ， 构成流形的边界， 
证明流形的內部与边界是不相交的.若 A : M - WV 为两个流形 
之间的同胚，证明 A i 秀导了 M 的內部与 iV 的內部之间的同胚，以 
及 M 的边界与 iV 的边界之间的 同胚， 
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9. 映射度与 Lefschetz 数 


9.1 球面的连续映射 


整个这一章将用来讲同调论的应用.开始先引入 n- 维球面自 
身连续映射的‘度数’；这是 Brouwer 引进的一个槪念.映射度使 
得人们得以断定球面到自身的两个连续映射是否同侩. 

选取 n- 维球面的一个单纯剖分 A： \ K \-* S ^ ,幷且选取无穷 
循环群的一个生成元[ 2 ].对于任意连续映射 /A ” — 
々，用 r 表示迭合映射 —|/ q， 幷且注意诱导同态 
~* H n (/0将[判送到它自己的整数倍 A [ Z ]. 整数 A 叫 
作连 续映射 / 的映射度， 通常记作 deg/. 

剖分的选取实际上不产生影响.因为，如果按来 
单纯剖分*5"，幷且取[叫作为 W n (L) 的生成元，则 

fi ( [^] ) =(疒70 * (M) 

=(0 _1 / 4 0) *([»]), 

其中？>是同胚 /rtILI — liq, 考虑到尨把//„(凡 ） 的每个元素 
乘以我们有 

/I ( [叫 ） =0: 1 (M (0 * ( [叫 ））） 

=0； 1 (几 0*( |>] ) ) ~^[W] , 

換句话说，如同我们需要说明的，/:将[叫乘以同样一个整数 

K 

同伦的映射有相同的映射度.因为若则尸与 
#是|以到自己的两个同伦的映射，因此，诱导了 从 /^ oo 到 
HJK ) 的相同的同态（事实上，映射度相同的映射也是同伦的，不 
过我们在这里不证明这件事）.我们还注意到，对于任意两个连 
续映射，有 
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deg / o 9 = deg / xdeg 5. 

这是由于按定理 （8.10,)(/ og ) h =. f h of 给出(/ og ) i~fi osi . 

显然一个同胚的映射度必须是± 1;恒等映射的度数是+ 1; 
常値映射（即把整个5 1 "粘合为一点）的度数为零.由此导出，& 
的恒等映射永不同论于常値映射， 

由于&的任何单纯剖分都 
可以拿来使用，不妨选择一个用 
起来方便的，幷且从今以后总依 
靠它. 设〜为 P +1 內第:个坐 
标为1，其余坐标为0的那个 
点，幷令表示它的对径点. 

任意一组这样 的点心，…， 

，其中 lUC ^ IO - CKI ， 

必定处于一般位置，因此张成 ® 9.1 

£ B +1 內的一个单纯形.全体这 

样的单纯形构成一个单纯复形，记作2 (n = 2 的情形可见图9 .1). 
S 的多面体不是别的，正是满足 f |心| = 1的点…彳„ +1 )€ 

I * 1 

£" +1 所构成的集合；向径投影 W I 2 I -5 1 ' 给出々的一个单纯剖 

分. 

从现在起将等同于 H „<2)=2 n (2), 幷且选定这个 
群的一个生成元如下.把以 U 2 , …，、 +1 为顶点的单纯形定向 
如 ^=(^ ir v 2 ,... } v n+l ), 由它出发将复形內所有的最高维单纯形 
依次相容地予以定向. 2的全体单纯形这样定了向之后的和是 
一个 n - 闭链2,我们知道它生成2„(2). 

这里产生另一种方式来看待 deg /. 取? r : 121— 如前 ，取尸 
的单纯逼近 s : IITI - HSI , 幷且将所有的最高维单纯形给以 
从 S 的定向单纯形诱导来的序向.換句话说，把 2 T 內毎个^•单纯 
形恰如它在 z ( 2 ) 內出现的那榉予以定向，这里 x : c ( s )- c (2 m ) 
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为重分链映射•设 a 为內滿足 s<r) =cr 的定向单纯形 r 的总 
数， P 为满足 s(0 = —cr 的总数 • 

(9.1) 定理 deg / = a ~^ 

证明按定义，同态-为迭合同态 

H n (2)(2 T ) 工札(2)， 

其中X为重分链映射.由于沒有维数大于 n 的单纯形，同调群 
Hn<Zl)，H n (S m ) 与 n -闭链群相同，因此，可以重写上面的同态为 


(2) (2-)^Uz n (2). 

现在匕（5?)正是 2T 的全体定向单纯形之和，从％定义的方式 
知道定向单纯形 a 在(旬內的系数恰好是《 — )8. 不过， 
fUX ) ~ s ^ x *( z ) = (deg/)s, 

于是 de g/= a —扎这就是要证的. 

(9.2) 定理 >5" 的对径映射具有度數（一 

证明若/为 V的对径映射，则 /(〜）= 〃_<, 对一切 1' 成 
立， 幷且尸 是单纯同胚，按前所说， S 所有的最高维单纯形都与 
…， y n+1 ) 相容地定向.这表示说，当把心換为〃-财所 
得的单纯形必须定向如 一 （％, 匕， •••'_), 这样它才能够在 
心， …，、 +1 所张成的面上与 a 诱导相反的序向.如果在这个新 
的单纯形內将心換为 〃-2，则相容的定向单纯形必为 
以，…，、 +1 )，如此类推.逐个把〜換成它们的对径点，我们得到 
的定向单纯形是（一，…， t ；_ u +1> ). 这显然被/ I映 
为 （— DMMqt ， 幷且沒有任何其它单纯形被映为土 cr, 因此， deg/ 
= (- l ” +1 . 

(9.3) 系从以到自身沒有不动点的连绩映射必具有缺射度 

(-l) n+1 . 


证明若 S" 沒有不动点，它就经过由 
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给出的伦移 P 同伦于对径映射.因此/与对径映射 
有相同的度数. 

(9.4) 系若 n 为偶数，并且若广沪―5-同伦于恒等映射， 
则/有不动点. 

证明 任何同伦于恒等映射的连续映射具有度数1，但由系 
(9.3)，沒有不动点的映射应当有度数（一 l ) n h =—1. 

设群 G 如同一个同胚群而作用于空间 X ,我们称 G 自由地作 
用，假如除了单位元素外， G 的任何元素沒有不动点.现在假定 
G 自由地作用于 S n ， 幷且 n 为偶数.若5，?^0—（6}，贝1】 
degg = degA = (― —1， 

因此， de g gh = + l t 但这表示 SA —定有不动点.按假设， G 的 
作用是自由的， 从而 Sh = e ， 或者 h = g ' 于是我们证明了下列 
结果： 

(9.5) 定理当 n 为偶数对，只有 Z 2 ( 以及平凡群） 可以自 
由地作用于 V . 

从第4章关于透镜空间的讨论，我们知道任何有限循环群可 
以自由地作用于在高维的奇数维球面上也不难产生同样类型 
的 作用. 

如果对的每点 x 给出的一个向量，以； r 为起点，在 x 
处切于 S 1 % 且当*在上变动时它的端点以 *) 在 £"+ i 內连续地 
变动，则我们说在上有了一个连 续的向量场. 如果这个场还 
满足〃 (*) 到处不等于^，我们说这个场是无处为零的.当 n 为 
奇数时，很容易造出上的无处为零向量场.因为，若 n =2 m — 1， 
设 *= ( X !，…，^。为^^的一点，幷且注意到用（一 X m + l ，…， 一： C 2m ， 
&，•••，&*)表示的向量正交于过 * 的向径.现在我们把*对应于 
以*为起点，终点是 P ⑺ = <^1-^ + 4 •••,、一…， 
x 2 m *(■ x m ) 就是所要的. 

当《为偶数时，这样的向量场是找不到的.因为由/(幻= 
以*)/1!以 *>11 定义的连续映射显然同伦于恒等映射，因此，按系 
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(9.4) 必然有不动点.換句话说，向量场必定在 *5^ 的某点为零. 
于是我们就证明了下列的 结果： 

( S .6) 定理上存在无处为零的连续向量场，当而且仅当 
«为奇數. 

於 上不存在无处为零的连续向量场这个事实是一个动人的 
结果，它有一个外号叫作“发球定理”.如果球面的毎一点长出 
一根头发，要想把这些头发处处平滑地梳拢在球表面上定将遭到 
失败.尽最大的努力也只能作到图 9. 2中显示的那样留下 很少一 
两个禿点.如果能在整个球面上将头发平滑地梳好，那么这些头 
发的切向量将给出 S 2 上的一个无处为零的连续向量场与 n = 2 情 
形的定理 （9.6) 矛盾！ 



发环面 


图 9.2 

但是，发环面是可以梳好的（图 9.2). 事实上，我们将在 
9. 4节看到，可定向发曲面之中发环面是唯一可以处处平滑梳拢 

的. 


习 题 

1. 复平面上的映射 r 可以有唯一的方式扩张为 P 到9 
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的连续映射.这个映射的度数是多少？ 

2. 通过对毎个整数&造出一个映射度为&的连续映射来证 
明，当 n > l 时 S " 到自身的连续映射同伦类构成一个无穷集 

合. 

3. 如果连续映射 f ： S n ^ S n 的度数不是+ 1 ，证明/必将 
某个点映为它的对径点. 

4. 证明圆周的对径映射同伦于恒等映射. 

5. 设 x 与 y 是 £" 的子集，处于那样一种位置，使得若 a , 
是 X 內不同的两点，义，心是 Y 內不同的两点，则连结 X ,，义的线 

段与连结的线段不相交 • 以 X * Y 表示所有连结 X 內一点与 
y 內一点的线段一起拿来而作的幷集，称为 x 与 y 的联合空间，或 
联 合体. 证明联合空间的一个典型的点可以写成 a +( i—m 
其中而且当这个点不在 x 和 y 內时，这 
种表示是唯一的. 

6. 若 X 三 [0,1] 兰 y ， 证明是四 面体. 更一般地说， 

若 X 是 m - 单纯形， Y 是 n - 单纯形，证明是 （m + n +1) -单 
纯形.推导 

B m * B n = B m+n + 1 , S m ^5 , " : =5"+"+ , . 

7. 设有两联合体与设 d — 
y ' 为连续映射 • 试设计联合映射的定义 f * g ： X * Y ^ X f * Y r m 
证明若/与0都同伦于恒等映射，则/也是 • 

8. 证明奇数维球面是若干个圆周的联合，然后证明奇数维 
球面的对径映射同伦于恒等映射. 

9. 对于任何连续映射 g .. S n ~* S \ 证明 

deg / ( deg /) • ( degfir ). 

10. 若 / j 71 — P 为连续映射，幷且若《为偶数，证明 " 必 
定有不动点.更强一些，证明或者/有不动点，或者它把某点映 
到对径的那一点. 
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9,2 Euler-Pcincar4 公式 

我们提醒读者 ，•^ 的 t 维 Betti 数心就是只 9 < A ) 自由部分的 

秩数.现在要证明： 

(9.7) EuIer-Poincar§ 公式有限复形尺的 Euler 击性數句 
下式给出 

X(K) = 2 (― 1 ) q P qi 

9 = 0 

其中 n 为 K 的维數. 

由于同调群 H g (/0， 从而 Betti 数心，仅只与 | K | 的同伦型 
有关，立即导出 X ( K ) 的相应 性质： 

(9.8) 系具有同枪等价多两体的复形，它们的 Euler 示性 
数相等. 

这个结果的一个特殊情形曾在第1章中花了不少篇幅作过介 
绍，幷且成为后来我丨门引进各种槪念与方法的一个主要动力.在 
那里，我们所讨论的是颇为具体的“多面体”，是由芋面多边形很 
好地拼合起来的，幷且我们曾经作为定理 （1.2) 而宣称，如果两 
个这样的多面体拓扑等价，则它们有相同的 Euler 数（定义作顶 
点数戚棱数加面数），这样的多面体”可以很简单地剖分成单纯 
复形，只要取毎个面的重心为雉形尖顶，各个面的边界为底作锥 
形构造就行了，剖分所得复形的 Euler 示性数正好等于原来“多 
面体”的 Eider 数，这就使我们可以从系 （9 .8) 导出定理 （1.2). 

为了证明定理 （9. 7)，把 Betti 数的意义按下述方式略作改 
变是便利的.设想我们把建立复形同调群的步骤再通盘重复一 
遍，不过这次在作定向单纯形的线性组合时允许用有理数作系 
数.说得更确切一些，就是考虑形式线性组合… + r s cr s ， 
其中 h 是&的定向 <?- 单纯形， h 是有理数.显然，这种表达式 
的全体按自然的方式构成有理数域 Q 上的一个向量空间.设#为 
由形状 a + r 的元素在^內所张成的子空间，其中 cr 与 it 是 K 內 
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同一个 e 单纯形而序向相反.我们把商空间 V / W 叫作 / T 的有理 
穿-链（所构成的）向量空间，记作 CgdQ ). CVAQ ) 关于 Q 的 
维数正是 K 的4-单纯形总数.可以引进迈缘同态，幷同以前一样 
地用它来定义有理<7-闭链，有理边缘闭链.这时候的边缘同态是 
Q- 向量空间的线性映射，因此，有理 t 闭链 ZgdQ) 与有理边 
缘 ( K , Q ) cZ g ( K , Q ) 构成 C g ( K , Q ) 的子空间.商向量空间 
H q ( K , Q )^ Z q ( K , Q )/ B q ( K , Q ) 

叫作 K 的维有理系数同调群. 

(9.9) 引理 心是 Q -向量空问的维数. 

证明 选取 ( K ) 的生成元的一个极小集合 IX ]， …， 
[%]，•••， \.^ r g ] , 其生成群的自由部分，[%]都是有限阶 
的. 整系数?-闭链 2 可以看作有理系数闭链，从而决定了 Hg (凡， 
(2) 的一个成员，记作以区别于 HgOO 內的相应元素 [ Z ], 
设 


为有理 <7- 闭链，其中七，心是整数.则 

(一个整系数闭链） 

= x {Zi 钟 》• 醜茅 ' #制生会且 4) ， 

因此元素{々}，_••, ■{〜，},{%}，…，{«%}张成 H q ( iC ，(3〉. 

若 [ w ] 为 ( if ) 內的有限阶元素，阶为 m ， 则 mu ； 是某个 
M + 1)- 维整系数链的边缘.除以 m ， 我们就看出 w 自己是某个 
0+1) -维有理系数链的边缘，从而{«；} = 0.因此 HgdQ ) 由 
张成， 

最后，若々，••• 〆 ％的某有理系数线性组合是某个 07 + 1) -维 
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有理链的边缘，乘以所有出现的有理系数分母的积，则得到々的 
一个整系数线性组合作为某个整系数 07 + 1) -维链的边缘.但 
这仅 当各々 的系数都是零时才可能.因此，原来的那些有理系 
数也必需全是零，这表示说在 Q 上线性独立. 

定理 （9,7) 的证明按定义， 

^；(-1)、， 

? =0 

其中为兀內？-单纯形的数目.我们把 (K,Q) 简写为 C g ， 
幷对闭链子空间与边缘子空间作相应的茼化.选取的基底如 
下，由于兀沒有 0 + 1)- 单纯形， 5 n = 0, 从而匙是2„的维数. 
开始先选取的一组基％，•••'】__，补充以 …， 使构成整 
个的一组基.施用3于这一组基的元素给出的一组基如：， 
…， 3 c 、； 对这一组添上2厂1，…， 2 芯\使成为的一组基，然 
后再补充上 M - 1 ， …，以；；\使成为整个 Cn — 的一 组基. 注意按引 
理( 9 .9)，2„—,的维数戚的维数正是 • 继续这样作下 
去.一般的步驟是用扣？ + 1 , … ，和？作为的一组基，补充以 
使成为的一组基，然后补充以 c !, … ，巧 ^使成为 C g 
的一组基.一步一步作下去，直到作出 Z D = C D 的基 
扣 },… ， 3?；^, … ，' 

为止* 

但％ 是(^的维数，因此等于 ygw + A + h . 于是有 

n it 

S (一 (― 1” (⑽十〜 + y g ) 

兌=0 9 * 0 

=2(-m 

= 0 

这是由于当 0<?< n 时毎个 h 以符号（一 l ) g 与出现一次， 
而 y 。 与 Vn + l 为零_ 
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习 


题 


11. 证明标准可定向曲面的 Euler 示性数为 2 —2 P , 其中0 
为亏格. 

12. 证明标准不可定向曲面的 Eulei ■示性数为2 — g , 其中 S 
为亏格. 

13. 对于穿了 t 个洞的球面计算 Euler 示 性数， 

14. 计算 H ( P , r ) 与 Af ( i 7， s ) 的 Euler 示性数. 

15. 设尤与 [ 为有限复形.适当地剖分 PI X | L | 而证明 

X {| K | xlL |) = x (| if |) - Z (| Lj ). 

16. 利用第7章习题14求出透镜空间 L ( p ， W 的 Euler 示性数. 
然后写出这个空间的 Betti 数. 

17. X ( P n ) 是多少？ X (5^ x 5*") 是多少？ 

18. 利用习题15证明 n - 维环面 … X & 的 Euler 
示性数为零.然后通过找出忑在上的以: P * 为商空间的自由单 
纯作用而给出第二个 证明， 


9.3 Borsuk-Ulam 定理 

为了证明 Euler 示性数的拓扑不变性，我们曾经“改变系数' 
从整系数转为有理系数.仔细检查复形同调群的定义就发现把整 
数換成任何交換群 G 仍然有意义.一个彳-维链现在是一个形式线 
性组合 + 其中仏是 G 的元素， q 是复形的定 

向扣单纯形，幷且（一总是等同于 W - a ). 剩下的构造可以照 
搬过来，最后得到的是所谓冗的以 G 为系数的同调群.我们沒有 
足够的篇幅来作最广泛的讨论，不过要讲第二个特殊情形，即 
Z 2 系数的情形. 

考虑上面骂过的线性组合，不过现在每个 系数力 或者是0， 
或者是1，幷且约定这些系数的相加按 mod -2 进行.关系（一扪 a 
= s( — a ) 这时变为 cr =：— cr (取 g = l ); 換句话说，沒有必耍再把 
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K 的毎个单纯形定向，可以简单的考虑由尤的 未定向 t 单纯形作 
成的线性组合，其中出现的系数或为0，或为1 • 这样的线性组合 
叫作凡的 “ modO 链，它们构成一个有限生成的交換群 
Z ,), 它的每个元素都是2 阶的. 注意，链有几何意 
义，它是 K 內某些彳-单纯形之和， 

一个4-单纯形的 mod -2 边缘正是它的各个(<7_1)-维面之和 • 
线性地推广到单纯形和，我们得到边缘同态 

dC g { K,Z 2) -*Cq _^{K, Z 2,)^ 

它满足 3 2 =0. 这个同态的核除以同态 

d : C q ^. 1 (K ,Z 2 ) -*C q (K ,Z 2 ^ 

的像就是 K 的以为系数群的 9 -维同调群，记作•显 
然,这个群的每个元素具有阶数2，所以， H q ( K , Z z ) 是有限多个 
之 2 的直和 • 在现在的条件下，不难重作第8章的不变证明，从 
而断定 mod -2 同调只与|尺丨的同伦型有关（事实上，一个复形以任 
意交換群 G 为系数的间调群由这个复形的整系数同调群完全决 
定). 

以2 2 为系数当然会使我们丢掉了一部分讯息，因为有关序 
向的考虑被抛弃了.在像环面与 Klein 瓶这样两个曲面的惰形就 
可看出一般，这两个曲面可以由它们的整系数2-维同调群很痛快 
地区别开来.但是，当用 Z 2 作系数群时，2-维同调群在两个情 
形都是 Z 2 ， 因为取曲面在任何剖分之下所有三角形之和便得到 
一个2-维闭链，幷且这是唯一的一个非零2-维闭链（如果取这个 
和式的边缘，单纯剖分之下的毎一条棱出现两次，由于是 mod -2 
进行运算，这些棱就消失 了）， 建议读者将每个标准闭曲面的 
mod -2 同调群算出来 • 

我们要用 Z 2 系数来给出下列结果的一个颇为得力的证明： 

(3.10) 定理设/: 心 — &是一个保持对径点的连续映射， 
换句话说， /(— 欠）= —/〈 t ) 对每一点尤£ *5"" 成立 • 則/'的缺射度 
为奇数. 
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设卜々为 9 . 1 节所阐述的单纯剖分，幷且如同以前用 
r 记映射 t/t 12 卜 I2L 

(9.11) 引理 映射广可有一保持对径点的单纯逼近 s : IS 1 ™! 

-ISI. 

证明单纯逼近的构作过程中颇有可供选择的佘地；尽可能 
地作有利的选择使证明变得容易.如同在定理 （6.7) ，取 m 足够 
大，使得对 IT 的每个顶点 〃可 以找到2的顶点阳满足 

f n { star ( t ),2 n )) Qstar ( w ,2). (*) 

注意若0:12 1 -H 2丨为对径映射，则0/=/0，于是得到 
/ s ( star ( qt ) ⑻ r ^ m )) (<p ( w ) 

选取2"顶点中的半数，使得每两个都不是对径点，幷对这里的 
每个顶点〃选取2內的》使得 （*) 成立.定义 s ( u )=«;, 幷对于 
2"剩下的顶点按照而完成 s 的定义.定理 
(6.7) 证明中的第一部分吿诉我们，这个顶点映射决定了 

/ jr :l2TH2l 

的一个单纯逼近 S ， 幷且根据构造的方式， S 保持对径点 # 

定埋 （9.10) 的证明根据定理 (9.1) ，我们知道怎样用一个单 
纯逼近来计算/的映射度.若《与0是整数，则 a —)3 与 a +办同 
为奇数或同为偶数.因此，为了要证明/的映射度为奇数，只需 
验证 s 把 S " 內的奇数个 n - 单纯形映满 S 的毎一个单纯形. 
我们把这一点用 mod -2 系数同调的语言重述如下 .2 內所有单 
纯形之和是唯一非零的 mod -2 n - 闭链，从而给出 H „( U , Z 2 )s 
类似地，，非零元素是所有的单纯形 
之和. s 把 Z " 的奇数多个 ；!- 单纯形映满2的每个 n - 单纯形，当 
而且仅当 s 把 2" 唯一的非荅 mod -2 闭链映为2的那一个;換 
旬话说，当而且仅当 s 4 ： H n ( J }\ Z z ) - > H n (^, Z z ) 为同构. 

还需要添一些记号 • 记为2的由以为顶点的单纯 
形所构成的子复形，其中 + 所以, So 只有两个点 h ， 
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%，而 2^ 是 2«二2 的“赤道” • 设 q 为的所有 I单纯 
形之和，幷且 注意‘ 


Z k — c k + <p(c k ) , 

这里链4的定义是： sr 的一个 t- 单纯形在以內，当而且仅当 
2fc 中包含这个单纯形的 t •单纯形以 〜 +1 为顶点 • 又注意 3(h) = 


若 S (^)*Z n (S，Z 2 )=H n( 2，Z 2 ) 的零元素，则 s ( c n ) + 
s < t > ( c n ) =0. 但 s 保持对径点，从而与0可交換，这就给出 
s(c„) +0s(c n ) =0? 

由于是 mod-2 运算， 这就等价于 s ( Cn ) = < ps ( Cn ). 如果这种情形 
成立， s(c„) 可写成 


s(c n )—d n + <p(d n ) t 

其中屯是 s( C?l ) 中以 、 +1 为顶点的那些 n- 单纯形之和.等号两 
边取边缘，我们有 

sd(c n ) =s(3 n _,) =s(c n _ 1 ) + <ps(e n „ l ) 

= d(d„)-j-<pd(d n ), 

于是有 

s(c n +d(dj =<P (S(c n _ t )+d ( d n )), 

因此我们可将: S 的 0 — 1)- 链奴、—）写成 +dd n 
，这里 d n _, 是链內以〃„ +1 为顶点的那些单纯形， 
以及包含％而不包含 "-U+D 的那些单纯形之和.再运用边绦运 
算，我们得到 

s9(<?„_i) +dHd n )-s(z n _ 2 ) =s( 〜_ 2 ) + 0s(c n _ 2 ) 

= ^(^n-l) + < pd(d n _ i ) ， 

而且我们可以保持使这个手续继续作下去直到 


s(^o)=a(d 1 ) +03(^), 

这里 A 是 2 的卜维链，但这是不可 能的，因为 s(A) 不过是 2 的 
—对对径顶点，而 3(0 + 03(A) 由偶数个这样的顶点对组成. 
这 个矛盾证明了 s (“）为2的非零 mod-2 n- 闭链，从而 S 诱导 
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了 //„(2'7 2 )与的同构.这就完成了定理 (9.10) 
的证明. 

上面这个结果有一些有趣的推论， 

(9.12) 定理 若把对径点映为对径点，则 

证明 设爪>〜幷且把限制/在々上的由最后个坐 
标为零而确定的维球面上所得的映射记作心则0 是从心到 
心的一个保持对径点的连续映射，因邶，按定理(9.10)，的映 
射度是奇数.但 S 可以扩张到(《+1)-维球体上去，这个球体由 
P 上最后 m —n — 1个坐标为零，第 （ n - m > 个坐标非负的全体点 
构成，囟此， S 同伦于常値映射.这样， S 的映射度为零，得出 
一个矛盾. 

(9.13) Borsuk-Ulam 定理任何连续映射 /:&—£» 必定将 
S n 的一对对径点映为同一点. 

证明 设若 /(*> 与 /( 一 *) 总不相等.则公式 

… /⑷-/(-^) 

9{ x ) =]\ f ( x ) 

定义了一个从 5 - 到的保持对径点的连续映射，与定理 
(9,12) 矛盾. 

(3.14) 系心不可能嵌入在£”内， 

证明按定理 （9.13) ，&不能同胚于的任何子集. 
(9.15> Lusternik-Schnirelmann 定理若々为 n + i 个闭集 
所复盖，则这些闭集之中必有包含一对对径点的. 

证明设>^ ，…， A n +1 为心的闭子集，它们的幷集为整个 
5". 以 At A s ) 表 示点* 到4的距离，令 

f ( x ) = ( d ( x > A 1 ) ，-, d ( x , A n )), 

則定义了一个映射/:&■*£%它是连续的，因此必然把一对对 
径点坫合.換句话说，可以找到一点满足 
d(y , Ai ) - d ( — y , Ai ) , 

若 d ( y ， Ai >> o ， 对于:则 y 与 一 y 属于这是由于 
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人，…，复盖 心， 另一方面，若 d (: V ，/:•) = 0对某个 f 成立， 
则由于毎个乂纟为闭集，> 与 一 少都属于 

习 m 

19. 假定 Borsuk - Ulam 定理成立，反过来给出定理 (9.12) 
的一个证明， 

20. 为了使定理 (9.15) 的论证成立，只需集合 •••,/〜 
內的 n 个为闭集即可.试检验一遍. 

21 . 若从々到 S " 的一个连续映射可以扩张到则它 
必定把&的一对对径点映为同一点.如果将假设减弱到这个连 
续映射的度数为偶数，证明同样的结论成立. 

22 . (火腿三明治定理）设皂，4 ，次为 內的有界凸集， 
用它们定义一个映射/:々-£ 3 如下.一点确定了 p 內唯一 
的一张过点（0, 0, 0, 1/2), 垂直于 X 点处向径的三维超平面 P (幻. 
令 /i (幻为4的与 x 位于 P ( x ) 同侧部分的体积，幷且定义 

f(x) = (f 1 (x) t f 2 (x) f f 3 (x)) t 

验证/的连续性，然后对/应用 Boisuk - Ulam 定理求 P 內的一 
张把 A 2 , A 3 都平分为两部分的平面. 

23. 求出任意闭曲面的 mod -2 同调群，幷与整系数同调群 
作比较. 

24. 有 限复形 K 的-维 mod -2 Betti 数&定 义作： // 9 ( K ， 
Z 2 ) 写成若干个 的直和时所包含的项数.证明 

其中 n 是 K 的维数 • ° 

9.4 Lefschetz 不动点定理 

设是从一个紧致可剖分空间到自己的连续映射. 
选定一个单纯剖分 X ，幷且令 ri 表示 K 的维数.如果用 
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有理系数，则同调群为 Q 上的向量空间，同态 
f^ ： H q (K,Q)-*H q (K,Q) 

为线性映射.这些线性映射迹数的交代和也就是 

2 (-1) 9 trace f h qm 

今 = 0 

叫作/的 Lefschetz 数，记作7^,人们可以预料，单纯剖分的 
选择，不致于产生影响：任何其它的单纯剖分将给出同一个値 
A /. 我们留给读者来验证这一点. 

旣然同伦的映射所诱导同调群的同态是相同的，所以，若/ 
同伦于0，则^二心， 

(9.16) Lefschetz 不动点定埋則/有不劲点. 

为了理解这个定理的证明，我们看最简单的情形，即 X 是一 
个有限单纯复形 K 的多面体，为单纯映射.假定/ 
沒有不动点，则对于 K 的任意一个单纯形 A ， 我们知道 /( A ) 年 
将 K 的每个9-单纯形定向，给出向量空间 C q ( K ， Q ) 在 Q 上 
的一组基；关于这一组基，表示线性映射 

f q'.C q (K,Q) ->*Cq (K, Q) 

的矩阵在对角线上将全是零，因此它的迹数也是零.一个关键性 
的发现（由下面的定理 (9.17) 给出）就是无论在链的水平，或在同 
调类的水平计算/的 Lefsclitz 数都羌所谓，換句话说， 

土 J(-]) 9 trace / 9 = 金 (-l”trace /,• 

给出 A f = 0, Jn 同常见的情形，技^上的困难全在于怎样从这个 
特殊情况过渡到一般. 

(9.17) Hopf 迹数定理若 A ： 是 n 维有限复形，且 0: C ( K ， Q ) 
— C ( if ， Q ) 为链映射，則 

2J( — 1) ? trace 0 5 = 2 (- 1 ) ^trace cf> g *, 

« - 0 9-0 

证明 如同在定理 (9.7) 的证明那样，选取 c ( JC r (?) 的一组 
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“标准”基*因此， c q () f ,(?) 的基由下列元素组成 
扣 r 1 , …，如 

为了要求定关于这组基用矩阵表示时的对角线元素，我们取 
基內的任意一个元素％把 0 g ( 叫 用基的元素表示出来（即写成 
它们的线性组合），然后读出的系数.把这个系数叫作•这 
样约定以后，的迹数为 

v g +i ~ r ? 

i = 1 ;^1 /1 


但*是链映射，就是说中3=30，于是有 
⑽十 M=A(C 十”， 


从而 


n n p g 

^(― l) ? trace ( p q — ^ (~ D g 

9 "= 0 9=0 ; = 1 


其余的项成对地抵消 • 由于 …， 构成同调群 
的一组基，我们有 

^ q 

2又 （2 l ) = Uace 0 g *， 


这就完成了证明. 

定理 （9,16) 的证明 我们假定/沒有不动点，从而广也如 
此，设法来证明 

A;:0. 

包含 | iC | 的欧氏空间使得到度量 由于 P 沒有不动点，在 
|尺!上由 x ,^ d ( x f P ( x )> 给出的实値函数永不为零，幷且由于 
紧致，这个连续函数达到它的下确界5>0,必要时換成一个 
重心重分，不妨假设 K 的网距小于5/3, 

选取尸 — 的一个单纯逼近 — 1以，幷且如 
同过去令; ((<?)->(： (/ C ' Q ) 表示重分链映射，按定义/ “为 
迭合同态 
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H q (K r Q)-^H q (K\Q)^H q (K,Q) m 

因此，根据 Hopf 迹数定理只需证明毎个线性映射 
S gZg:Cg(Jf ， Q) —*C g (K , Q) 

的迹数为零，就得出了 Af = 0 . 

设7为 K 的一个定向 <7-单纯形，设 r 为 A：" 1 的一个定向单 
纯形位于链 hW) 上.因此 t 包含在 a 內.若 xGr， 由于 s 单 
纯地逼近 / A , 我们有 

d(s(x) ,f h (x))<§/3, 

于是必然有 d (\ s < x ))>2 V 3. 若托 a， 则 d ( x ， y )<5/ 3 ， 从而 
d(t/,s(x))>8/Z t 这表示说 s ( x ) 与沒不在 / C 的同一个单纯形內， 
因此 s ( r ) 与心 因而，单纯形在链(勾內的系数为零，迹数 
s q X q = 0, 正是所需要的. 

如同第5章，我们说空间X具有 不动点性质， 假如X到自己 
的每个连续映射有不动点. 

(9.18) 定理与一点有相同有理同调群的紧致可剖分空间具 
有不劲点性质. 

证明 取一个单纯剖分X，幷计算 /C 的同调群，按 
假设，结果应是 Ho(K，Q)=Q， H q ( K , Q )= o , 当々>0.因此， 
对于任何连续映射 /:x— X，诱导同态当^>0时都是零 .又 
由于 H 0 (JC，Q> 兰 Q,|A ：| 只有一个连通分支.但 由凡的 
任意 一个顶点的同调类所生成，因此，<2为恒等线性变 
換，这表明故/有不动点. 

这个定理的一个直接的系是 Brouwer 不动点定理的第二个证 
明，而且可以更强一些，我们看到任何可缩的紧致可剖分空间具 
有不动点性质.回想起射影平面 P 2 的整系数同调群为 H 0 ( P ^)^ 
二 Z2 ， Hg( p 2)=0 ， 当 9 彡 2 .因此，有理同调群与一点 
的相同，从而导出射影平面到自身的任何连续映射有不动点. 

若X为紧致可剖分空间，恒等映射1::的 Lefschetz 数按定理 
(9.7)就是义的£«11 ( ^示性数.由于同伦的映射有相同的 Lef- 
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sclietz 数，立即可导出下面的 结果： 

(3.19) 定理若 X 的楂等映射同伦于一个沒有不劲点的块 
射，则; (：(1)=0. 

因此，闭曲面中恒等映射能同伦于无不动点映射的只有环面 
与 Klein 瓶.这就证明了在 9.1 节中我们所宣布的一个结论：可 
定向发曲面之中只有环面能平滑地楝好，因为把每一点顺着在它 
那里长出的头发略微移动就产生了一个同伦于恒等映射而沒有不 
动点的连续映射. 

最后，考虑连续映射/:以―々. 5-唯一的非零有理同调群 
是在维数0与 n 同构于(?，幷且在维数 n ，/所诱导的同态是乘 
以/的映射度，关于/的 Lefschetz 数于是有下列公式. 

(9.20) 定理 A / = i + ( — iKdeg /, 

从这个公式我们看到心到自身的连续映射若度数不等于 
土 1，则必有不动点.受定理 （9,1) 的启示，称同胚 ■^为 
保持序向的，假如 A 的映射度为+ 1;反转序向的，假如 fc 的度数 
为一 1. 若 n 是偶数(奇数），则的任何保持(反转)序向的同胚， 
按以上公式可知必有不动点， 

习 邇 

25. 若 AT 为紧致可剖分空间，幷且若零伦，证明 
/必有不动点. 

26. 设 G 为道路连通的拓扑群.证明用元素所作左 
平移同伦于恒等映射.（注意可用道路连结 p 到 e , > 

27. 证明紧致连通可剖分拓扑群的 Euler 示性数为零， 

28. 证明环面是闭曲面中唯一的拓 扑群， 

29. 证明偶数维球面不可能是拓 扑群. （事实上， P 与力是 
可以成为拓扑群的仅有的球面，但证明起来难得多 •） 

30. 设 X 为有限复形 • 若是只有孤立不动点 
(即不 动点集合是离散的)的单纯映射，证明4/为不动点个数 • 
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31. 若 K 为有限复形，幷且若 — 为单纯映射，证 
明 //为/的不动点集合的 Euler 示性数 .（ 注意不动点集合构 
成 P 的一个子复形 •） 

9.5 维数 


我们将简要地给出一种方法定义紧致 Hausdorff 空间 X 的维 
数. 设沒为义的一个有限开 复盖. 置7=朵，幷约定殳的一组成 
员 tA ， 属于5，当而且仅当交集仏门…门％ 不空. 实现 
定理 (6.14) 的假设很容易核对是满足的，将{ V /}实现在欧氏空 
间內给出一个复形，叫作沒的 神经. 

若 K 是有限复形，幷且若殳是 X 的各顶点的开星形所构成 
|凡1 的开复盖，则由引理 (6. 9)，穿的神经同构 于尺. 但是，这个 
例子幷不是典型的.即使 X 是可剖分空间，沒的神经也可能与 X 
完全不一样.图 9. 3显示了圆周的三个开复盖.在第一个情形得 
到一个3-维单纯形，以及它所有的面作为神经,在第二个情形得 
到两个顶点，以及连结它们的一个 1- 维单纯形.第三个复盖的情 
形较好，它的神经包含四个顶点与四个 1- 维单纯形，拼合起来如 
同正方形的四个顶点与四 条边. 这才眞正恢复到圆周的 拓扑， 



开复盖沒'叫作朵的 加细， 假如朵/的毎个成员包含于沒的某 
个成员.在以上的例子中，第二个复盖加细了第一个，而第三个 
加细了前两个.这里的想法是：加细一个开复盖将给出原空间 X 
的更好的逼近， 
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(9.21) 定义紧致 Hausdorff 空间； 5： 具有维数 n ， 假如 X 的 
任何开复盖有以维数的复形为神经的加细，并且《是具有这 
种性质的最小整數. 

由于从空间 x 到空间 y 的同胚把 x 的有限开复盖送到 y 的有 


限开复盖，空间的维数显然是拓扑不变的. 

上面对维数所下的定义按下述的意义是“单调的”. 若 x 与 r 
是紧致 Hausdorff 空间，幷且 Y 是 X 的子空间，则 Y 的维数不大 
于夂 的维数（习题34)«下面将要看到，对多面体来说我们的定义 
给出正确的答案. 

设为 m 维有限单纯复形，朵为 1/ C | 的有限开复盖.由 Le - 
besgue 引理 （3.11) ，可以找到重心重分尺' 使得顶点的开星形 
构成殳的一个加细.，但是按引理 （6.9) ，这个由开星形构成的丨凡丨 
的复盖具有同构于的神经，因此是《维的.这表明空间 
的维数不超过 m . 

我们还需要 验证# 丨的维数不能小于 m . K 包含 m - 维单纯 
形4,所以根据单调性，只需验证 Ml 具有维数 m . 设若|4|的 
维数小于 m ， 幷且设朵为4顶点的开星形所构成的14丨的开复 
盖.则 朵必定 有加细朵、它的神经具有小于的维数.选取重心 
重分4%使得它的各顶点的开星形构成殳/的一个加细朵\以 
W (沒） 记朵的 神经. 由于殳'加细了沒，可以如下定义单純映射 
s ：|^(^0|-| N (^)|. W (沒0的顶点是 P 的成员，是|4丨的 
开集. 若以是其中的一个开集，从殳內选取一个成员包含 C /， 幷 
且令 s ((/)= v \ 完全类似，有单纯映射 t :| iv (朵〃 ） \^\ N { g ^)\, 
现在 iv (沒）同构于伞 w (应〃 ） 同构于所以迭合映射对是从 
VI 到的一个单纯映射•由于 w 分解为中途经过 | iv (殳0|的映 
射，所以 st 的像具有维数小于因此 sf 是从|4|到 j 3 zl | 的一 
个映射，显然 St I 34丨是一个零伦的映射，因为它可以扩张到 Ml 
上.另一方面，根据构作,对单纯地逼近丨到的恒等映射* 
因此，它限制在 I 丨上不可能是零伦的，得到一个矛盾， 
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于是我们证明了下面的 结果： 

(9.22) 定理若尺是 m 维有限单纯复形，则它的多面体|尺| 
具有维數 

(9.23) 系有限单纯复形的维數是它的多面 体的担 扑不变 

量. 

习 题 

32. 造出篦式空间的一个开复盖，使得它的神经是一个只 
有有限多个齿的篦子.篦式空间的维数是多少？ 

33. 在定理 （9.22) 的证明中，什么地方用了同调论？ 

34. 证明我们所定义的维数按下面的意义是“单调的”.若 
X 与7是紧致 Hausdorff 空间，幷且 Y 是 X 的子空间，則 Y 的维 
数不大于 X 的维数 • 在你的论证中，什么地方用了 Hausdorff 条 
件， 

35 . 局部紧致 Hausdorff 空间的维数定义作它的一点紧致 
化的维数.证明（可能无穷的）复形多面体的维数就是复形的维 
数，幷且证明这个定义是单调的， 

36. 离散空间的维数是多少？ 

37. 证明 n - 维流形具有维数 
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10. 纽结与复迭空间 


10.1 纽结的例子 

在这一章我们转回到儿何，考虑圆周以种种不同的方式在 
內的嵌入.乍看起来，也许会觉得这个问题旣狭窄，又特殊. 
不过很快地可以看到，几乎所有的迄今为止我们所引进的儿何与 
代数工具将以这个问题作为一个汇合点. 

—个纽结是3-维欧氏空间內同胚于圆周的一个子空间.图 
10 .1 给出了四个有特殊名称的纽结；当然，要画出这些纽结，不 
得不用在平面上的投影来表示它们，除此之外，还应该提到所谓 
平庸纽结，或“无结之纽”，指的是 （ W ) 平面上的单位圆周， 


三瓣结 8 字结 



斑运 I ：人结 词心结 - 


图 10.1 

假定我们用细绳子作出了以上这些纽结（建议读者实际去作 
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—下），经过片刻的尝试就会使我们相惰，不能单靠抽拉拽扯把这 
四个纽结当中的任何一个转化成平庸纽结或四个中的另一个，除 
非让绳子自己穿过自己，或干脆割断，解开幷重新打好另一种 
结，然后再把绳子两头接上.这几个纽结在某种意义下是不同的 
纽结，我们将使这一点在数学上精确化. 

把两个纽结判作相同的一个简易的标准就是要求有从3-维空 
间到自身的同胚，把其中一个纽结映为另一个.我们将按此行事. 

(10.1) 定义两个纽结匕乂 2 等价，假如有£ 3 的自同胚 k 
使得/1(匕） = h ：2. 

这个定义可能使我 
们感到有点失望，因为 
不曾明确谈到具体地在 
空间內“挪动” t 使它 
重合于事实上，这 
两种想法幷不相同.关 
于一张平面作反射是£ 3 
內完全合格的同胚，它把纽结变为镜面像.但是，无论怎么尝试 
都无法将三瓣结经过形变而转化为它的镜面像（图10,2)，除非把 
它割断解开. 

如果采用“看挪动是否能使之重合”来作为等价的定义，必需 
十分小心.将任何一个纽结柚紧（图 10.3), 给出一个连续单参数族 
纽结，最终变成了平庸纽结.任何定义必需把这种情形排除在 
外.为了避免这一点，我们应坚持当纽结挪动时，它在欧氏空间 

© Q O O 

m 10,3 



247 



內的某个邻域也跟着一起劫， 

£ 3 的同胚 A 叫作 合痕于恒等映射， 假如存在伦移 
— £3 ，使得毎个 A t :£ 3 —£ 3 为同胚， A 。 为恒等映射 ， lh = k •如 
果有一个合痕于恒等映射的同胚 A ，满足 / Kh ) 二匕，则 
给出了一个连续族的纽结，当 t 从0增到1时，从 h 逐渐地变 
动到 

若是一个同胚，我们知道 / i 可以按唯一确定+的方 
式扩张为同胚 G :以―以，因为以是£ 3 的一点紧致化 • 按（保 
持或逆转 &的序 向而说 A 是保持序向或逆转序向的.但是，合 
痕于恒 f 映射的同胚必然保持序向.这是由于我们可把毎个 A t 
扩张为^以，而我们还记得同伦的映射有相同的映射度. 
另一方面，关于一张平面的反射是逆转序向的同胚，因此不能合 
痕于恒等 映射. 事实上， P 的任何保持序向的同胚必合痕于恒 
等映射，但我们将不给出证明， 

如果纽结由有限条直线段构成，就叫作 多边形纽结. 我们将 
限于考虑等价于多边形的纽结， 即所谓温頁 纽结.图 10. 4给出一 

个粗野纽结的例子（无 
穷多个结子一个接着一 
个而构成的），有关这种 
纽结的讨论超出本书范 
围. 

无论是画图或是进行有效的探讨，都必需能把纽结用一种好 
的方式投影到平面上，“好”的意思就是像图 10.1 中表现的那样. 
投影只有有限多个交叉点，过每个交叉点只有 
两枝，幷且这两枝交叉于“直角”.我们的第一 
个结果说多边形纽结一定有好的投影. 

设&为多边形纽结.在空间任意给出由某 
直线确定的方向，我们可以将 / C 投影到过原点 
垂直于这个方向的平面上，这个投影 称为莨 
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好， 假如? C 上任意兰点都不能经投影而重合于一点，而且经投影 
而重合的点对只有有限对，幷要求这种点对之中沒有一个是 / C 的 
顶点. 图 10.5 给出多边形8字纽结的一个良好投影《 

(10.2) 定理 任何多边形紐结有良好 投影. 

i 正明 必须避开某些方向.首先，&的每条棱在 五 3 內延长 
所得直线的方向；第二，连结&的顶点到各条棱上一点的直线方 
向 I 最后，还有与&的三条棱同时相交的直线.连结&的一个顶 
点与一条棱的全体直线确定一张平面；与 t 的三条异面棱同时相 
交的全体直线确定一张直纹面，是二次曲面的一类.将这种直纹 
面的每条母直线平移到通过原点的位置，得到以原点为尖顶的锥 
面.所以，要找到良好投影只需避开由有限多直线、平面与锥面 
所决定的方向. 

在上面这个证明中我们幷沒有“锱铢必较”.我们的意图是在 
这一章中少许放松一些，使得能够从讲淸思路而不拘泥于证明细 
节之中得到充分的享受.读者也许会问，为什么早不这么做！ 

10.2 纽结群 

若 t 乂 2 为等价的纽结，则有同胚 A : £»-£« 使得 A (匕）= 

将 A 限制在£ 3 —&上得到 E s - ki 与之间的同胚.換句活 
说，等价的纽结具有同胚的余部.因此，有理由去观察纽结余部 
的基本群，看是否能用它们来区别各种纽结.对于纽结&，基本 
群巧(£ 3 -幻叫作 &的纽结群. 我们的第一个任务就是对于纽结 
群用生成元与关系来给出某种合理的表现. 

取一个纽结的样本来放在上半个3-维空间內，幷且假定在平 
面^ = 0上的投影是良好的.参照于这个投影，将纽结交替分段， 
分为“上行”与“下行”两种.在图 10.6 中阐明了对三瓣结与正方 
结的具体作法，其中上行段用租线标出.注意，虽然我们需要用 
纽结的多边形表示来进行论证，但画图表示时却往往用平滑曲 
线. 
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正方结 


图 10.6 

从每个下行段的两个端点引到2=0平面的垂直线段，然后将 
垂线段的另外两个端点在^ = 0平面上用这条下行段的投影连结 
起来，幷且用这三 
段代替原来的下行 
段.这样就得到一 
个显然等价于原来 
纽结的新纽结（图 
10.7) ，用&来记 
它.我们的想法就 
是分片构成 P — 
t 每片的基本群是可以看出的，然后逐步运用 van Kampeii 定理 
(6.13), 最后给出&的纽结群 • 

首先计算 卜幻，其中 Q 是由^0定义的闭半 空间. 



图 10.8 
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在七上给定指向，选择基点 P 高高地在 / c 的上方.对子每条上行 
段引进一条以 P 为基点的环道，它参照于 （ 上的指向右旋地绕上 
行段一回，如图 10. 8所示.把这些环道叫作\，…， a rt , 幷将 h 
在力 ( £〖一幻內所决定的元素记作 

(10.3) 引 $ A (£ HP ) 是〜，•••，、所生成的自由群. 
证明 令&表示&的全体上行段，加^以上行段端点连结 z 二0 
平面的铅直线段.则显然 — 与£ 3 + —&有相同的基本群.过 
上行段毎一点连结2 = 0平面的铅直线段，合起来构成像一堵墙 
的曲面片，然后在內把这一片曲面施行增厚的手续，得到一个 
三维球体（图10 .9). 幷且要使得所得的这些球体 h ，…，互不 
相交.然后把毎个 
的内部，以及 
与 平面交 
出的马蹄形內部从 
余去.则所得 
到的空间 X 是单连 
通的；事实上 X 同 
胚于但我们 
用不着这么多^我 

们将把 P —&看作幷集 a a 

^ U U *** U (^ n ~ k ) 

而逐步构造出 

每个 A — & 同胚于（图 10.9) 除去中轴线的圆柱体.它可以形 
变收缩到一个除去中心的圆盘，因此，具 f 基本群 Z ， 由一个围 
绕&一回的环道生成.又可看出，^一&与 X 的交集同胚于圆 
盘，从而是单连通的. 

假定我们知道 a ^ 

XU — U ― U (Bi — /c) 

的基本群是 W " , A 所生成的自由群.当我们再添加巧 +1 — $ 时， 
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van Kampen 定理吿诉我们应再添加一个生成元，显然可以取作 
+ u 这就完成了对引理的归纳证明. 

我们用一段简短的对话来结束引理 (10.3). 

多愁的代数 学家： 你似乎把基点丢开不管了. 

乐天的几何 学家： 在这一类论证当中，它们常常能够自己保 
重.橫竖我乐意画图，不愿让这些基点来麻烦我. 

代：应用 van Kampen 定理时，确实应当在 

[X u (5 j — 弋） u … u (丑 i _ k .) ] n 
內有一个公共的基点才行. 

儿： 这里有个简单的办法.对于每个；，用直线段连结 p 点 
到 A 顶上一点，把这条线段也加进 A 去.这样你就可以令所有 
出现的环道以 p 为基点. 

代： 更糟的是你只对于有限单纯复形仔细证明了 van Kara- 
pen 定理. 

儿： 对£ 3 外加 一个无 穷远点00，使它成为 S 3 ， 幷且使 t 增 
厚成为一条管子它是&內一个打了结的实心圆环.然后把 
換成&，換成上半 球面； 当我们应当除去&时，我们把 T 
的內部除去；这样一来，所出现的空间就都可以剖分成有限单纯 
复形了.但是，就基本群来说，却一点沒改变，因为外加的点 oo 
不产生影响，而可以形变收缩到 r 的边界上去. 

我们还必须把整个一&添进去.让我们先看夹在第〖个 
与第 i + 1 个上行段之间的下行段，幷假定第&个上行段在它上 
面通过，如图 10. 10,将环道 A , a i +1 移动到接近交叉点，幷且取 
代表〜的两个环道，使它们分布在下行段的不同侧，如图 
所示.将下行段在內的投影 增厚得 出一个三维球 A ， 幷考 
虑将 A —/ C 添加到 Ei - k 所产生的影响.为了使所有的环道以 p 
为基点，从 P 引直线段到 <7，再从 <7铅直地下到 A 顶上的点 
r ,将这条折线添入显然是单连通的，幷且 ( Di —幻 
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n (£ 上一幻是內部除去一个 
多边形弧的圆盘.后者与除 
去一个內点的圆盘有相同的 
同伦型，从而具有无穷循环 
的基本群.设 A 是一条以 p 
为基点的环道，它在2二0平 
面上按顺时针方向绕下行控 
的投影像一周，则 A 代表 
这个基本群的一个生成元， 

记作 a . 

按 van Kampen 定理， 

如果要想得到 （ A —幻 U 
(A — 幻的基本群，必需对 
—&) 添加关系/*0^)二 
<?，其中/是 （£:- 幻 n ( A — 幻到的含入映射.但 ho /0是 
把坏道 A 看作 £1—/ C 内的环道所代表的环道同伦类.把 A 铅直 
地向上滑动，就得到一个环道同伦于乘积环道图 
10.10). 因此，添加 A — (所产生的影响是在&，•••，&上添加 
关系或等价的 

x iXk -x k x i+u 

注意若逆转第&个上行段的方向，则关系变为 qA = x i +1 x fc . 

另一个可能性是所考虑的下行段只起隔开两个上行段的作 
用，在它顶上沒有上行段.这时很显然 A 同伦于因此， 
在这种情形所要添加的关系 是力二 A +1 . 无论是什么样的关系， 
我们用 n 来记它. 

总共有 n 个下行段，前 n _； L 个给出关系、，"•，、」，幷且 
吿诉我们 

y = u (^ 1 — ^) u ••• u (〜_ 1 — 左〉 
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的基本群是 {A ， … ， x tt 1 r l ，…， r n_l}. 

我们断言，相应子最后一个下行段的关系是前 n — 1个关系 
的后果，因此不添加任何新东西.用 Z 来记£ 3 — y 的闭包.只需 
把添到 y 上就完成了对 E 3 - k 的构制.但 z - k 是 单连通 
的，而 yn (2— 幻的基本群是自由循环群，绕最后一个下行段 
投影像一周的环道可以代表这个群的生成元.可以选这个环道为 
s 二0平面上包含我们纽结投影像在內部的一个很大的圆周.把 
这个圆周铅直地向上滑动直到越过 / c 的最高点，然后水平地收缩 
为一点，这说明它代表乂00的单位元素 • 最后再用一次 van 
Kampen 定理就给出了我们的主要 结果： 

(10.4) 定理 &的纽结群句尤素〜， …， 生成，这些无素 
服从于共系~ 

下面有几个例子. 

平庸纽结 把圆周分成半圆周两个，称其中一个为上行段. 
上面的结果使我们有一个生成元，而不存在关系.因此，平庸紐 
结的鈕结群是 I )由循环群. 

三瓣结 取上行段与下行段如图】 G . 8所示，则我们有三个生 
成元，服从于关系 


X l X^X 3 X l , 3C 2 X 3 ~3C,X 2# 

消去 A ， 幷写 a = x l 7 b=x 2 , 可简化为群 

令 a 对应于（12)，&对应于（23)，则可以定义 G 到三个文字 
对称群 A 的一个同态，这是由于 

(12) (23) (12)= (13) = (23) (12) (23), 

由于 （12) 与 (23) 生成对称群 5 V 这个同态幷且是满的.这表明 C 
不能是交換群；特别，它不能是2,因此，我们就证明了三瓣结 
不等价于平庸纽结.換句话说，三辦结是真正打了结的， 
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正方结取上 

行段与下行段如图 
10. 11,幷将下行段 
标以1到7 . 以字 
母 a , 6， c 表 tk 纽 
结群內相应于如图 
所示三个上行段所 
代表的生成元，幷 
且利用下行段1， ® m 

2,4,5给出的关系，很快就可以把另外四个生成元用这三个生成 
元表达出来.相应于下行段3,6的关系分别为 

(b^ab) (b^a^bab) =： (£) 一 1 a - 1 bab)b, 

化简为 = 以及 

(c^ac) (bHab 、 —cic^ac) , 

后者当我们以代替时简化为 aca^cac, 正方结的纽结 
群于是可写为 

(a,b ,c\aba = bab, aca = cac} t 

不等价的纽结可以有相同的纽结群.正方结的左半看起来像 
一个三瓣结，右半看起来像三瓣结的镜面像.如杲把右半也改換 
成三瓣结，所得的纽结叫作一个懶散结，幷且知道是与正方结不 
同的纽结.请读者自己计算懶散结的纽结群，幷验证它同构于正 
方结的纽结群. 

要判定两个用生成元与关系给出的群是否同构，一般来说是 
不可能的，或者至少是一件艰苦的工作.由于这个原因，我们缉 
然希望有简单一些的不变量可以用来区别纽结，在 10. 5节中将介 
绍一种.注意，将纽结群交換化毫无帮助.看一看所能得到的关 
系是什么样子，我们就知道交換化只不过是令所有的生成元都相 
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等，从而有下面的结果： 

<10, 5) 定理 红结群交換化总是得到无穷循环群. 

习 題 

1. 求出8字结的纽结群的一种表现，这个群可由两个元素 
生成 • 证明不存在从这个群到对称群&的满 映射， 从而导出8 
字结不等价于三瓣结， 

2. 验证正方结与懶散结具有同构的纽结群. 

3. 求出搬运工人结与同心结纽结群的表现. 

4. 设&为£ 3 內的溫良结，将4略微增厚得到一个打了结 
的细管给出精确的论证来证明巧（£ 3 —幻同构于①（以一 

T ). 

5. &內的标准环面上有整整一族有趣的纽结.设 P 与为 
互素的整数，环面纽结在圆柱极坐标之下由 

r 二 2 + cos (pQ/q ) , s~&in(p6/q) 

给出. 它位于环面 （r — 2 ) 2 + d 二1上，经向绕了 P 圈，纬向绕了 
9圈.证明& 2 , 3 是三瓣结，幷画出 k 2>s . 

6. 证明 b ，, 等价于 •以及 Ip ,% 又证明当 
或 | 刘=1时，等价于平庸纽结. 

7. 下面给出两种办法来证明3-维球面是两 个圆环 体的幷 
集： 

⑷证明 S ^ E * 內坐标满足 = 的点构成一个 

环面，不等式 

rf x\+xl^xl+x\ 

各确定一个圆环体. 

( b ) 把以看作两个圆周的联合空间证明联合体的 
点 ( l — Oy 满足 t = l /2 者所构成的中间截面是一个环面，不 
等式 f < l /2 与01/2分别给出两个圆环体. 

8. 用习题7，以及 van Kampen 定理证明的钮结群 
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具有形状如 { x , y \ x ^ y t '} 的表现. 

9. 设 G 为 / t P , g 的纽结群，#为元素 P ( =，） 所生成的子 
群，证明丑包含在 G 的中心內，幷且 G / H 三 

10. 证明两个非平庸群的自由乘积总是以平庸群为中心的， 

11. 假设 IPl 年1， \ Q \^ h 证明开是 G 的中心.幷且证明 
若 1< P <〜 KP ' C〆 ， 则 / c P , g 等价于，当而且仅当 P = 
P f , q — q f % 

12. 证明£ 3 內的溫良纽结等价类有可数无穷多个. 

10.3 Seifert 曲面 

这一节我们将阐明怎样在一个溫良纽结上张成一个可定向曲 
面.也就是说，在£ 3 造出一个紧致连通可定向曲面 P 以纽结 
/ C 为边缘. 

以三瓣结为例在图 
10. 12显示了构作的方 
法.给纽结以序向幷 
选取良好的投影.把投 
影像的各个交叉点如图 
示那样割去，得到一些 
互不相交的定向圆周， 

叫作 Seifert 圆周 .使 
每个 Seifert 圆周张成 
一个圓盘，幷使这些圆 
盘互不相交，然后在每 
个交叉点处把割去的原 
交叉点換成扭曲的条带 
如图所示，就得到以&为边界的一个紧致连通曲面要看出5 1 
是可定向的，注意每个 Seifert 圆周有一个得来自&的序向.这也 
决定了它们所张成圆盘的序向，而各扭曲的条带正是按照能使这 
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些序向保持相容而添上的.叫作左的 Seifert 曲面. 

当然，给定一个纽结可以使它张成不同的曲面；比如，从一 
个 Seifert 曲面出发，添上一些与纽结不相交的环柄，而得到另 
一个 Seifert 曲面. t 所张成的 Seifert 曲面 S 以一个单独的圆 
周为边界，因此，在这个边界圆周上补进一个圆盘就可以把它转 
变成为一个闭曲雨.我们把这个可定向闭曲面的亏格叫作&的亏 
格.于是可从 Seifert 曲面的图读出亏格是多少；这是因为，从 
亏格5的可定向闭曲面除去一个圆盘之后，剩下的空间可以形变 
收缩到29个圆周的一点幷.图 10. 12所画的曲面显然可以形变收 
縮到两个圆周的一点幷，因此具有亏格 1. 给它贴上一个圆盘就 
成为环面， 

£ 3 內的曲面《叫作是温良的，假如有 P 的一个同胚把 S 映 
成一个有限单纯复形，換句话说，映成一个组合曲面（可以有边 
界）. t 的各溫良 Seifert 曲面所能有的最小亏格，叫作纽结&的 
亏格，记作0(&). 

我们的下一个结果说，亏格为0等价于无结： 

n 0 .6) 定理 纽结等价于平庸紐结的必 要与充分条件是它可 
以张成五 3 内的溫良圆盘. 

证明设&等价于平庸纽结，幷且设 ft 为的同胚将 t 映 
为 （ U /) 平面上的单位圆盘 D . 则 tVD ) 为所张成的一个溫 
良圆盘. 

反之，设&为多边形纽结，幷且设&张成了 內的一个多 
面体式的圆盘.也就是说，圆盘分成了一些三角形，这每个三角 
形是线性地嵌入于£ 3 .逐次以一个三角形的两边代替一边（或以 
一边代替两边），可以把&变成单独一个三角形的边界.但毎一次 
这样的变动都可以用£ 3 的一个同胚来实现.一且把 / C 变成了一 
个三角形边界，则不难找到£ 3 的一个同胚将这个三角形变成平 
面上的单位圆，因此^是平庸纽结， 
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纽结的亏格按下述的意 
义是可加的.设有两个定向 
的纽结，它们位于內某 
一张平面的不同侧，但是它 
f 门有一段公共弧位于这张平 
面內，而且设它们在这段弧 
上所诱导的序向相反.它们 
的和 & + I 定义作，从 
除去公共弧上两端点之外所 m 10.13 

有各点而得到的纽结（图 10.13). 马虎一些说，就是在一根绳上 
—个接着一个打这两个结，幷保证它们的序向一致.在这里，给 
扭结选定序向是重要的，否则的话定义可能产生含混《 

(10.7) 定理 9(k + l)=9(k) +9(1). 

证明大惫首先取&与丨各一， 放在£ 3 內 一张平面的不同 
_，在相应的半空间內使它们各张成一个具有最小亏格的(溫良） 
Seifert 曲面.将上的一小段弧与^上的一小段弧用一条窄带 
连结，窄带与曲面在任何其它地方不相交，幷且有必要的话，扭 
转180°以使所得曲面 S 的边界为 & + Z (图 l ( hl 4). 显然， S 的亏 
格是&所张曲面的亏格与 f 所张曲面的亏格之和.于是， 

S(K + h <900 +9(1). 



图 10.14 

为证明反方向的不等式，从&+〖的一个具有最小亏格的溫 
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良 Seifert 曲面 S 开始.我们总可以安排得使■与分离&及丨的 
平面交于‘直角于是5 1 与 P 交于若干个互不相交的圆周加上一 
段弧/，这弧的两个端点正是穿透 P 之点.我们的想法是 
逐个地沿着这些圆周作剜补运算，最后得到一个具有最小亏格的 
曲面与 P 只交子弧 A . 沿着弧 A 切开得到 / C 与 Z 各自的 Seifert 
曲面.于是 


9(k)+9(l)^9(k + l), 

剜补运算如下进行 . S rP 包 含的有些圆周可能套着另外的 
圆周，甚至包含弧 A 在圆內.选一个位于最內层的圆周，幷且设 
它不包含弧 A . 沿着这个圆周将5•切开.在 P 的两侧将所得的两 
个切口各封上一个圆盘.作这个手术时不致于影响到 S 的其它部 
分，因为所沿的圆周內部沒有其它的圆周，幷且不包含手术 
的结果必然是 /C + ! 所张成的另一个与 P 少交一个圆周的曲面， 
再加上一个可以忽略的闭曲面(这个闭曲面必然会出来，因为若不 
然，按定理 (7. 11)，将得出 /[ + 〖所张成的具有比以前更小亏格 
的曲面，这与 •^具 有最小亏格的假设矛 盾）. 按照这种方式将交 
截圆逐步消去，对那些包含弧乂于內部的圆周，手术从最外层作 
起，沿着这个圆周切开，在两个开口上各封上一个很大的圆盘， 
为了避免圆盘与&相交，让它们分别从 fc 与 i 的外面包过来（就 
如同两个吹得很大的气球，一个在平面 P 的左侧，一个在右侧， 
把 S 包在里面，分别把它们的口与手术开出来的口对上).最后， 
将与 P 只交于 A ; 这就是所需要的. 

(10.8) 系若4 + ^等价于平肩紐结，则&与 f 也 都是. 

证明 若 & + i 等价于平庸纽结，则 

9( k ) +9(1) = g(k + D = 0, 

从而 g ( JO = g ( J ) = Q . 因此按定理 （10.6) / j ： 与【都是无结的， 

这表示不能在一根绳子上接连打两个结，使它们互相抵消. 
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习 鹿 

13. 证明 £ a 內的任何溫良纽结在內可以张成一个溫良 
的圆盘. 

14. 设&为內的多边形纽结.证明通过适当地选择一个 
方向，可以沿着这个方向将 t —对一地映入的一个三维子空 
间，从而导出的任何溫良纽结等价于无结之纽. 

15. 对图 10. 15所画的纽结造出 Seifert 曲面，幷说出它们是 
什么曲面， 



10.4 : S 迭空间 


复迭空间的槪念曾在 5.3 中简单介绍过.这里将对这个槪念 
作进一步的探讨，然后在下一节将看一看一个较为特殊的情形， 
即纽结余部的复迭空间， 

先回顾定义与一两个例子. 

(10.9) 定义映射叫作复迭映射，艾叫作 X 的复迭 
空间，假如下列条件满足：每点有开邻域 V ，使得 ruv ) 
分解为文内的一组互不相交的开其 {i / J , 而穴在每个匕上的 
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限制为从 t / a 到 V 的同驻. 

从实数轴到复平面上单位圆周的指数映射是复迭映射；从 
2-维球面到射影平面由枯合对径点而定义的映射也是，这两个情 
形在第5章中曾较详细地考虑过_设 n 为正整数，把每个非零复 
数对应它的《次冪是 C -{ 0 } 到自己的复迭映射(在复变函数论 
里熟知），它把穿孔复平面在自己上面绕了《重， 

图 10. 16显示两圆周一点幷集的一个复迭空间.自左至右来 
看， a 将3?的第一个圆周绕圆周圈，第二个绕圆周 S 两圈， 
第三个绕圆周 A 两圈，等等，注意映到 X 每一点的恰好有3?的四 
个点.若 x 与 V 如图示，则包含四个开集 
其中每一个被 n 同胚地映满 V . 请读者自己选择 S 的各点的适 
当邻域，以及两点相碰之点 P 的适当邻域. 

我们假定这里所考虑的空间都是 道路连通的与局部道路连逍 
的. 后一个条件（初次在第3章习题43中已介绍)表示说空间的拓 
扑有一组基，以道路连通子集为其成员.例如，所有的多面体有 
这个性 g . 〜 

设 $为1 的复迭空间，复迭映射为夂.选取基点 



A 


图 10,16 
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使得： t ( w = p , 记 

G=7T, (X ,p ), H — n^ {X f q) m 

从第 5 章的讨论，我们已经有两个基本的结果，引理 （5.10) 与 
(5.11): ~ 

(10.10) 道路提升引理苦 y 是 X 内始于 P 的道路，则$内 
有唯一的始于 q 的道路满足 TT oy = y . 

◦ 0.11) 同伦提升引理苦为连续玦射，满$ 
F ( 0 , t )- Fa , t )~ p , 当 0 < t < i ， 则有唯一的映射戶： / x /->3? 
满足条件 

?roF=F ， F (0 r t)=q t 

对于 /: y — X ，连续映射》：5?，如满足关系 no f = f , 
通常叫作/的一个 提升. 道路与同伦可以提升到复迭空间这一事 
实有重要的推论， 

(10.12) 定理^导同态是单同态. 

证明设^是交內以9为基点的环道，使得 a ==7 r 0 G 在叉內 
零伦.选定一个从？点$的常値环道到《的伦移 F ， 幷运用引理 
(10.11〉找到戶： / x /，3?， 满足兀。 F = F , 以及戶 (0， t > =<7， 
0< t < i .令 P 表示 JxJ 的左边，右边与底边；则 F 将整个 P 映为 
p . 但 7 r 0 J ^= F ， 集合 a - 1 =) 为离散集合，幷且 P 连通》因此， 
戶把整个 P 映为 4. 而且，3?內由戶 ( s ， 1) 定义的道路是 a 的提 
升，幷且以4为起点，从而根据引理 （10.10) 的唯一 性部分，它 
必然是因此， 戶是从 <7点处的常値环道到 J 的一个伦移，这 
正是要证 明的. - 〜 

(10.13) 定理久内以 P 为基点的环道 a ，可以提升为3?内 
以9为基点的坏道当而且仅当 < a > G ^( H ). 

证明若^为环道，则 

< a >=<7 r oa 

这是明 显的. 反之，设则可以找到文內以 <7为基 
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点的坏道札使得火选定这两条坏道之间的一个伧移，幷 
用引理 （10.11) 提升到文內.如同定理 （10.12) 证明中的论证可以 
推出#与叾必有相同的终点，所以卩是以9 g 基点的环道. 

注意， X 的一个环道可以一方面提升为交內的一条环道，一 
方面又提升为文內另一条具有不同端点的道路，例如，图 10.16 
內以 P 为基点， 由圆周 A 取逆时针序向所代表的道路提升为以碎 
为基点的一条环道，但始于 r 点的提升却不是环道. 

(10.14) 定理 对于 X 的任意一点 X ， 某合 的基數是 
\(的在 G 内的指數. 

证明 首先，注意若 则 ⑻与 兀_七） 有相同的 
基数.因为若 V 是/內 =条连结 x 到 V 的道路，对于任意的； 
€71-10：)，将 y 提升为交內始于 i 的一条道路;；，则按照 i I 今 
yd ) 定义了一个从00到 rHy ) 的映射.这个映射必然是 
一对一、映满，因为用道路 y - 1 可以得到它的逆映射. 

g 后考虑 WVP ). 任给 X 内以 P 为基点的环道 a ， 把它提 
升为3?內以4为起点的道路5，注意〖<1)是^ ^( P ) 的一点 • 
若士 e ^ P )， 将连结 <7到 i 的一条道路投影到 X 给出以 p 为 
基点的一条环道，因此， tHp ) 的毎点可如此得到.但两个环 
道 a 与 )3 给出 (P) 的同一点，当而且仅当 ar 1 提升为以 <? 为 
基点的一条环道，因此，按定理 （10. 13)，当而且仅当 < a > 与 〈办 
确定在 G 內的同一个右 傍系. 所以， n *( H ) 在 G 內的右傍 
系全体与集合之间有着 一一 对应， 

若毎； g 在 n 之下的反像只包含有限多个点，比如说 ri 个点， 
则我们说支是 n - 层或重复迭空间.例如，心是射影平面的二 
重复迭空间；前面所说的 C 一 {0} 是 n - 重复迭.在第一种情形 
H=ji 1 (S ，2 ) = { e }, G=7t 1 (P^)^Z 2 , 

从而; ry / f ) 在 G 內的指数为 2. 在第二种情形，我们有 
H~G—yt x (C — { 0 })=Z, 

幷且 = nZcZ , 因此； r *( H > 在 G 內的指数确实为 r * • 
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no .15) 定理群兀 f €冗 _1 (卩）构成群 g 内 
的一个子群共轭类. 〜 

证明 g 里的共轭类就是由? t *( H ) 所决定的那一个.若=€ 
^ 1 (?)，用文內的道路[连结<7到5，以 y 记环道冗“，幷验 
证下列的图表可交換 



G< - G 

% 


因此，由 V :给出的 G 的內自同构将 \( H ) 映满 n ^ n x { X , x)) m 
另一方面，设 

Jf = <a>-ijr*(//)<a >， 

其中 < a >€ G . 将 a 提升为文內以 9 为起点的道路幷置 i = 
心1 ) •则 i € r _1 (P )，幷且 

K=7i^{7i l {X, x)) m 

到现在为止，我们只是阐明了对于 X 的每个复迭空间可以拣 
出 X 基本群內的一个子群共轭类.要想得到进一步的结杲就需要 
更一般的关于映射提升的结果.设 y 为任意空间（总假定是道路 
连通与局部道路连通的），以 r 为基点，幷且设为连续映 
射，将 r 映为 P • 

Q 0.1 S ) 映射提升定理/ 有一 个将/ •映为 4 的提升连续映 
射， 当而且仅当 

、 /*(^i (Y 

并且提 升是唯 一的. 

证明条件的必要性是显然的，因为提升连续映射？给出可 
交換图表 


265 



/ 

(X ,r)---*G 

而且，如果有一个满足？ （0=? 的提升 /， 它必定是唯一的 •因 
为若 / i ，/ 2 都是/的提升幷且将 r 映为对于用一条道 
路 Y 把 r 连结到夕 • 贝6 O V 与/ 2 O r 同是/ o y 的提升，同是以为 
起点的，因此必定重合，特别它们有相同的终点.換句话说， 
7i(y ) ~/a( y ). 

其次，假定我们有 

则可以构造？： Y 文如&对于用一条道路 y 连结 r 到 
V ，将道路 g 二/ o y 提升为支的一条以 9 为起点的道路5，然后令 
hp ) =«(1). y 的选择沒有影响，因为若，是第二条连结 r 
到 y 的道路，幷且若 )3=/ o〆 ， 则邮〃是 X 內以 p 为基点的一条 
环道.而且〈邱- 1 〉在 /*('0 V >) 里，因此在心 ( H ) 內.所以按 
定理 （10.13), 邱 -1 可提升为3?內以4为基点的一条 环道. 要使这 
件事成立， G 与3必需有相同的终点. 

剩下只需验证？的连续性.设 

f(y) = x f n(x)=x f 

幷且设 iV 为 S 在交內的一个邻域 • 选取 x 的邻域 V 与5的邻域 
u , 使得叫 v 为同胚 • 则 /- 〜 ㈧ 门⑺为夕在 y 內的一个 
邻域 •由于 y 是局部道路连通的，选取 V 的 道路连 通邻域 W 包含 
子 f -^ HNf \ U ). 我们断言一旦证明了这一点，也 
就完成了定理的证明 • 设 2 €灰，在呎內用一条道珞连结_?/到 
Z . 要求出？( 2 )，将道路/0以(7) = (/ 01 0(/ 0 00提升为 X 內以7 
为起点的一条道鉻，然后取这条道路拥 终点. focr ^ n ( NnU ) 
內，它的提升道路始于/。7的提升道路的终点，也就是但 
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叫 writ / 为同胚，因而，这条提升道路的终点在 wrw 內，因此 
在# 內，如所欲证. 

现在我们可以对于任何空间的各复迭空间之间给以一种等级 
式的次序.设 

n ^-. X ^ X , n 2 ： X 2 -*X 

为复迭映射.选取基点心€3^， q 2 ex if 使得乂 （ 1 )= 巧 (〜）= 
P ， 幷且记 

H .- n ^ X ^ q ,), H l = n l ( X ^ q 2 ), 

(10.17) 定理若兀則有复迭映射 n ： X t 
—3^ 使得 

3I («72)=flu n i o^= n 2. 

证明只需把定理 (10.16) 用来提升映射 A :%— X 为一个映 
射使得 Jr (如 ）=? n 幷且验证 a 是复迭 映射， 

当然，若等于则可一来一回运用上面的 
结果而得到保持基点 g 复^射~ ~ 

giX^-*- X lt h 

幷且它 f 门满足 冗1 o g 二 ft = ^ i •于是兀 1 090 h—n 1 ,bXM 9 o h 
与都是由提升而得的从到; ^的 连续映射，把基 
点 Q 映到按定理 （10.16) 的唯= 性部 f ，必然有汉 o ^ = 1^. 
同理有 A o g = lx 2 f 于是我们看出 A :*-** X 2 为 同胚. 

两 t 复迭空间支1，支2叫作是等价的，假如可以找到同胚 
| 1: 艾 1 —交 2 使得〜 0 /1=穴 1 .将以上的讨论与定理(10.15)结合起来， 
我们看到， X 的两个复迭空问等价，当而且仅当它们确定 X 基本 
群内同一个子群共轭类. 

设为复迭映射，所谓的一个复迭变換是指一个满足 
? t 0 fc = ; r 的同胚 A : 支- >1. 对 于&复 迭射影平面的情形，恰好 
有两个复迭变換，即&的恒等映射与对径映射.对于由开(幻= 
定义的复迭映射—个典型的复迭变換是实数轴平 
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移等于某个整数的一段 距离. 在同胚之间的迭合之下，3?的全体 
复迭变換构成一个群凡，幷且凡自由地作用于文 （因 为若是3?的 
一个复迭变換，幷且 A ( i )= i ， 则 A 与 U 同为; r : X -* X 的提升 
映射，幷在点 i 重合.因此它们重合）. 

〜 no . 18) 定理 若^ ■•( H ) 为 G 的正规子群，则 X 同胚于轨道空 
间交 / 兀， 好且 K 同构于5群 G/TMWh 

证明复迭映射1:艾->义与3?到 X / K 上的投影同为粘合映 
射，因此，我们必需验证 凡的轨 道正是 X 的点在之下的 反像， 
对于 我们知 f 艽的每个成员作为复迭变換置換 JT - Vx ) 内 
的点 • 而且， 若 x ， y G 7 t _ i ( x )， 则按定理 （10.15) 以及兀*(尺）为 
G 中正规子群的，假设有 

〜 ( 〜 ( 支， x))~it^{H)=7i^{n l (x , y)) % 

于是可以找到一个复迭变換把 i 变到& • 

剩下只需证同构于对于 X 內以 p 为基点的 
环亨《，找一条交內以 4 为起点的提升道路 S ， 幷令 I 为将变 
为1 ) 的唯一的复迭 变換. 显然，尺的毎个元素都可以这样造 
出来，幷且按定理 （10.13) 两条环道 a 与 )8 给出左的同一个元素， 
当而且仅当于是 a i — L 给出 G /7 r *( H ) 到凡的一 
个一对一满映射_要看出这是同态，注意对于两个以 P 为基点的 
环道 a , 心以为起点的 ， a • y ? 的提升道路是^ . (匕。3 ) ，而 
这条道路的终点是換句话说， a • p 对应于 L 。匕. 

若兀“丑)是 G 的正规子群，我们称3?为 正则复迭空间 .若 
复迭不是正則的，就可能缺少足够的复迭变換来作到按下述意义 
的周全：即若两点被 n 映为 X 的同一点，则必有复迭变換把其中 
一点映为另一点•图 10. 16的复迭空间是说明这种情况的一个很好 
的例子 • 那里只有一个非恒等复迭变換；它在爻的中间一个圆周 
上的作用如同对径映射，幷且使左边两个圆周与右边两个 互換， 
特别，沒有一个复迭变換把 4 变到 r , 注意 if 同构于 Z t , 而复 
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迭是 4 -重的.请读者自己验证轨道空间 3?/ iC 是排成一行相切的 
三个圆， 

设$是 X 的一个单连通的复迭空间，由于任何两个达样的复 
迭空间 必为等 价的，所以它是除开同胚之外唯一确定的，幷且由 
定理 （10,17^ 它是 x 任何其它复迭空间的正则复迭空间.由于 
这个原因，$叫作 X 的泛复迭空间.这里有一些例子.圆周的泛 
复迭空间是实 数轴； n - 维射影空间的泛复迭空间是 Klein 瓶 
的是平面；最后，两 个圆周 一点幷集的泛复迭空间是第6章（图 
6.21) 所描述的泛宇电视天线. 

设 X 有一个泛复迭空间，记作文.则复迭变換构成一个群， 
同构的基本群.力( X )的任何子群//作用于相应的轨道 
空间交 / H 是 X 的一个复迭空间，它的基本群同构于 H . 因此， 
若 X 具有泛复迭空间，则相应于它的基本群的任何子群有 X 的一 
个复迭 空间. 

为了要保证空间 X 有一个泛复迭空间存在，需要对 X 加上一 
些条件. 称/为 半局部单连通，假如 X 的每点有邻域使得 U 內 
的任何坏道在 X 內零伦.这对于任何多面体都成立，但对于比如 
说夏威夷耳环（见第4章，习题 5) 那样的例子就不成立. 

(10.19) 存在定理 道路连通，局部道路连通与半局部单连 
逋的空间具有泛复迭空间. 

证明详细证明起 g 是很长的，所以我们只给出证明的思 
想* 选择 X 的基点 P . $的点就取作 X 內始于 P 的道路等价类， 
两条这样的道路 a ，/0 理解为等价的，假如它们有相同的终点， 
幷且 a / T 1 同伦于 P 点处的常値环 

为了定义化交― X ，将 i 用 X 內的一条适当的道路(1来 

代表，令为 a 的 终点. 

为了给出$的一组拓扑基，先敢 X 內的一个那样的道 g 连通 
开集它里面的任何环道在 X 內零伦，幷且取一点 ie 交，使 
得 n {~ X ) ev m 将 S 用 x 內的一条连接 p 到; r ( i ) 的道路 a 来代 
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表，然后定义为$的那个子集，它是由 x 內形状如(^$的道 
路厨决定的，其中#位于 V 內.这些集合 vs 就是拓扑基的成 

员. 

请读者自己验 证化文 是一个复迭映射，幷且支是道路 
连通与单连通的，再沒有什么新鲜事了，不过我们应指出， v 旣 
然是选的使 V 內的环道都在 X 內零伦，于是就保证了 
V 是一对一的 映射， 

习 麵 

is . 若艾为 x 的复迭空间， P 为 y 的复迭空间，证明交 x 铲 
为 Xx Y 的复迭空间. 

19. 由〃定义的连续映射/ :(0 ,3)— P 是不是复迭 
映射？ 

20. 描述环面，射影平面， Klein 瓶， Mobius 带以及圆柱面 
的一切复迭空间. 

21. 求出习题20中各复迭空间的复迭变換群. 

22. 图 6. 19中所显示的空间是两个圆周一点幷集的复迭空 
间.相应的， 的 子群是 什么？ 

23. 若 X 为连通的，局部道路连通 Hansdodf 空间，幷且若 
n 阶有限群 G 自由地作用于尤，证 明义是 X / G 的《重复迭空 
间. 

24. 假定找出上的一个沒有不动点的 
作用，使轨道空间为 H (2)* 从而导出 H ( P ) 是 H (2) 的 (p — l )- 重 
复迭空间.图 7. 22或将很有帮助. 

25. 对于定向曲面得出类似于题24的结果. 

26. 设为复迭映射，幷且设 G 为拓扑群.试在芒 
上引进乘法，使得5■成一个拓扑群，幷且开成为同态.然后证明 
^的核是&的离散子群_ 

27. 检査 4.4 节关于群作用的例子,断定芦中哪一些所对应 
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的投影是复迭映射，哪一些 不是， 

28. 证明毎个不可定向闭曲面有一个可定向的二重复迭空 

间. 

10.5 Alexander 多项式 

这最后一节的目的是作出以整系数多项式形式表达的—种纽 
结不变量，幷给出简单的算法来计算它们，先作理论上的解释， 
然后再说算法. 

设 t 为溫良纽结，且为了方便，把&考虑作3-维球面 S 13 的 
子集. 将&略微增厚变成一个管紐结: T . 令 X 表示々除去 r 內部 
所剩下的空间 • 以后就把 X 作为&的余集来 考虑： 这样作的好处 
在于 尤是紧 致的，而且可以剖分为有限复形.设 G 为&的纽结 
群，換句话说，就是 X 的基本群，用来记它的換位子群•按 
定理 （10. 5)， G / G / 为循环群.若的正则复迭空间相 
应于我们知道〜 （ 3^同构干 X 的复迭变換群是无穷循 
环群 • 3?叫作 X 的无穷循环复迭空间 • 

从定理 (10.19) 知道这样的复迭空间 爻必定 存在，但是为了 
使我们能 M 好地想像它，幷且更使 A 确信可以将它剖分成无穷复 
形，我们将阐述一种筒单的构造爻的方法.取 &( 总假定为溫良 
的） 的一个 Seifert 曲面<?，单纯 剖分⑺ 使得& , 7 1 与 S 都是子复 
形*然后将 X 沿着5•切开（这幷不难想像.设有一个单纯剖分了 
的曲面，以及曲面上以子复形面貌出现的曲线，我们可以想像将 
曲面沿着曲线切开 • 切割以后，曲线上的每个 1- 维单纯形给出一 
对 1- 维单纯形，要想恢复原来曲面，只需将这些成对的 1- 维单纯 
形再粘合，现在我们所考虑的情况与此类似，只不过维数高一个 
罢了) • 当我们把 X 沿着 S 1 切开时，5•的每一个三角形变成了一 
对三角形，把其中的一组标以1，另一组标以2，幷且记住嘟个 
与哪个是配对的(如果你不愿意用切开的手段， 这里有一 个代替 
的办法 • 从 X 所有的3-维单纯形的无交幷集出发，将两个这里的 
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3 -雄 单纯形 焊接/ :当而且仅当它们有一个不在曲面&上的三角形 
公共).把所得到的单纯复形记作 y, 取出尸的可数多个拷贝… 
，…， 幷将它们按下述方式焊接.中标号1的三 
角 g 与 y i+1 中相应的标号2的那个三角形焊接.所得到的空间记 
作$，幷注意3?已剖分成了无穷单纯复形. 

每个 ygijx 有自然的 映射： 只不过是把沿着 sg 开的各单纯 
形对粘上，把这些映射拼凑在一起得到一个映射V爻—久，容易 
验证它是=个 g 迭映射. 把& 的毎点对应于孓…的相应点而得到 
的间胚 l 文—文生成一个由3?的自同胚构成的无穷循环群，这些 
同胚正好就是所有的复迭变換，按定理 < 10 . 18 ) 我们有 
n 1 (X)/n^(n 1 (X))^Z, 


从而 (乂 ($)) 必定包含 G 的換位子群 G\ 考虑自然的满同态 
^ 1 CX)/G , -*JT l (X)/JT lll (7t 1 (X)) 9 
由于两^群都是 Z， 这必然是构.又由于这个纟 | 同态的核为 
兀 * d ( X ))/ G ’， 可见 〜 (A (3?))：=： g ，. 因此， x 为 X 的无穷 
循环复迭空间. 

下一步是考察3?的 1- 维同 调群. 现在艾是无穷复形，所以， 
必 g 先说明无穷复形 1- 维同调群的意义.从链群开始，它的成员 
是艾內定向 1- 维单纯形的整系数有限线性组合… + A,(T,, 
幷约定 （_ A ) or 与 t — cr ) 相同，完全按有限复形的情 形进行•注 
意我们不允许有$內无穷多个 1- 维单纯形的线性组合，这样得出 
的 u 调群是交換群(但不一定是 有限生成的），记作(文）.它 
是文的拓扑@量，这是因为定理 (8. 3> 的证明仍然成立，表明 
这个群是艾)#于換 f 群的商 群. 复迭变換X诱导了 
自同构而我们所要考虑的多项式将由 A* 给 
出. 

现在需要一点关于交換代数的 知识： 一个优良的初等参考材 
料是 Hartley and Hawkes [28], 设力为具有单位元素的交換环, 
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A 为 A 的元素构成的 mxn 矩阵.用/ I ”记以的自 
由 A 模， A ™ 为以] ^ ，…， _^为基底的自由 A 模.设为 A 
所确定的 Z 模同态，換句活说，由等式 

/(々）=2>"力 
; - 1 

所决定，定义 M 为商模 yl "//( A "). 矩阵 A 叫作模 M 的表现矩 

阵. 

两个矩阵 A ， S 按照上面的方式所给出的 Z 模同构，当而且 
仅当可以用一系列下面类型的运算把 A 变化成 
( a ) 两行或者两列互換； 

(h ) 将一行或者一列乘以 Z 的一个单位； 

(c ) 将一行的某个倍数加到另一行，或一列的某个倍数加到 
另一列； 

( d ) 添上或除去一列零 j 

( e ) 以 A 代 Q J ), 或反之. 

又若 A 为方阵，则它的行列式为模 M 的一个同构不变量（这 
个行列式当然只是除开乘以 A 的单位而确定）. 

然后再回到几何.设 Z 为有限 Laurent 多项式环 Z , 

它的元素为 

p ( t )= c— k f * + … 

其中的系 g 是整数，运算法则是通常的多项式加法与乘法.则心 
使得 H〆 支）成为一个/-^，因为我们可以定义多项式 P ( f ) € Z 
与一个同调类 ㈤ £仏（$)的乘积如 

p(0 +… +cjfc![3]. 

我们缺少计算同调群的手段，但是可以 利用& 的纽结群来表 
达//: (3?) ,在第10 .2 节曾较为深入地讨论了 G 的一个良好的表 
现.回忆若为3?的基本群， G " 为它的換位子詳，则// 1( ^^ 
C f / G \ 单同态 TTJX ) 诱导了一个同构7^-_付 1( 3?) 
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-* O f / G \ 若〃在这个同构之下对应于同调类[司，则 
G f JG " 通过 p { t ) U = n ^{ p { t ) [ 2 ]) 成为 A 模. 

让我们来看一看对于简单的多项式这个公式的几 
何意义，这里我们有 

选取基点 pex — A 令<?为內相应$点.随时记住 
是〜（交， q 的交換化，可以认为[ 2 ]由交內以9为基点的一 g 
环道 a 来代表.则心[2]由环道 vUocOr 1 代表，其中 y 为文 
內连结4到 A (的的一条道路 （ y 的选择可以任意），这表示说若 
ti = 0 G 〃6 GVG 〃，幷且若 X 为环道 noy 在 Grrhdp ) 內所决定 
的元素，则 

tu 二 xgx - 1 G ” • 

注意按作法，当使 G 交換化时同伦类 x 成为 Z 的一个生成元. 

现在开始把各部分零件拼起来.先回忆在 10. 2中从&的投影 
而引出的 G 的表现{々， " Wlr , ,•••，％}.每个上行段给出一生成 
元，每个交叉给出一关系.典型的关系具有形状 
而最后一个关系可以略去，因为它是其它关系的后果，当我们使 
G 交換化时，所有的 h 成为相等的，即给出 Z 的一个生成元. 
所以，如果我们換用新的生成元组 

x= h , A = MX- V "， a„_, = U-i ， 

则元素 A ，…， ％— 都在 G ' 內，幷且不难验证它们自己以及它们关 
于 r 冪的共轭元素共同生成<2\ 

T ^ u ^ a ^, &为。所确定的七之间的关系.这些 ti , •生 
成 A 模 G // G "， 要找出一个表现矩阵，我们只需把每个&表达成 
各^以 A 中元素为系数的线性组合，系数矩阵就是所要的.所得 
的 ( n _ l ) X ⑺一 1) 矩阵的行列式就是著名的所谓 t 的 Alexander 
多项式 • 
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例如，当用 a i 表达时成为 


或等价地表为 

借助于4用加法表示出来就是 


換句话说 


Uk + tVi -tu )c -u i+lt 
(l — t)^k + tu i— u i+l. 


于是我们得到表现矩阵的一列，在 第&个 位置有1 一 G 第 i 位为 
t , 第 i + 1 位为 一1. 

对于三瓣纽结我们来试试看.群表现是 


{^1 > X 2 ) X 3 \ X 1 X 2 X 1 . 1 夂3 1 ， X 2 X S X 2 * ^ 1 1 } > 


第一个关系相应于 （1 — £)屮+如 2 ,第二个相应于 （1 — t )U2 — Ul , 
我们的作法给出矩阵 




因此，三瓣结的 Alexander 多项式为 t 2 — f + l. 我们再提醒读者一 
次，这个多项式仅仅是除开乘以 A 的一个单位而确定，換句话 
说，乘以±0是无所 谓的. 

事实上，用不着把群表现求出来.下面给出从 t 的一个优良 
投影出发计算 Alexander 多项式的一个纯粹形式化的算法.给纽 
结以序向，将上行段命名为…，作 nxn 矩阵相应于每 
个交叉有它的一列；相应于图 10. 17那样的交叉，列中的非零元 
素为 

1 — * 在左位 

t 在 i 位 

一 1 .在/位 
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注意只考虑了 h 的方向，而 
不曾考虑々与巧的方向.将 
B 的末行末列除去，所得 
( n -1) X ( n - l ) 矩阵的行列 
式就是&的 Alexander 多项 
式.需要除去一行一列（哪 
一行哪一列都可以）是因为 


.. 把所有的上行段与所有的交 

叉点都包括进来，则生成元 
过多，幷且有一个多余 

田 ]0 . 17 系.事实上矩阵及是丹 〆 ：） 

与一 个秩为 1的自由 乂模作 直和所 得/模 的表现矩阵. 

作为一个例子，考虑搬运工 纽结. 按图 10. 18所示的次序取 
交叉点，得到下面的矩阵 
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田 10.18 



展开一个 5 X 5 余因子得到 2« 2 -5 i + 2. 

对 Alexander 多项式的另一种精辟的 g 述我们也愿意提一 
下，证明就不讲了.用有理系数，则为 Q 上 g 有限维 
向量空间，于是 Alexander 多项式为线性变換^： H ,( X , Q ) -* 

的特征多项式. 


习 翅 

29. 证明8字纽结的 Alexander 多项式为 P — 3£+ l , 这表明 
8字结不是无结之纽. 

30. 求出同心结以及图10.15中两个纽结的人1«3!1<^1'多项 
式.将答案与 Rolfs en [20] 上的表对照. 

31. 证明 & + f 的 Alexander 多项式是&的与！的 Alexander 
多项式的乘积. 

32. 设 4(0 为某溫良纽结的 Alexander 多项式，假定它已经 
归范化成形状 〜+“+•••+ fl 〆 . 证明 



附彔生成元与关系 


按照传统，群论的入门课程往往只讲到有限生成交換群的分 
类定理、自由群以及用生成元与关系来表现一个群的想法总是被 
忽略的.由于这些思想对拓扑学 〈对我 们有特殊需要的是第6章 
与第10章)有特别重要的意义，在这里简短地介绍一下. 

或许最容易理解的一个槪念是群的一组自由的生成元.群 C 
的子集叫作 G 的一 组自由的生 成元假如每个可以唯 
一地写成一个长度为有限的乘积 

（*) 

其中 KX ， jc , 与 \ + 1 永不相同， n , •为非0整数.把这组生成元 
叫作自由的是因为根据 （*> 的唯一性，这组生成元之间不可能有 
关系.若 G 具有一组自由的生成元，则称为自 由群. 

任意给一个非空集合夂，可以按下述方式造出一个群， 以义 
作为它的一组自由生成元.定义一个字符为一个有限乘积 M 1… 
其中每个 h 属于 X , \•都是整数；我们说这个字符是约化 
的假如 h 永不 等于〜 + 1 ，幷且所有的 n ,. 不为 0. 对于任何字符， 
总可以通过有限次将相邻同底乘冪归幷，以及略去0次冪的手续 
使之成为约化 字符. 整篇的解释抵不上一个例子： 

3 -v-2 V* 5 y— 5 \*2 — v — I -v*0 v-2 

^ 1 ^ 1*^2*^ 2 x 1 x 3 -^ 1 x 2Al***3 

= x- 1 1 xlx 2 3 =x{xl 

最后一个是约化的.将字符4约化将得到一个不包含任何字母的 
字符，叫作空字符.把一个字符紧接着写在另一个字符之后就给 
出了两个字符的一种乘法.两个约化字符这样作出的乘积未必是 
约化字符，但可茼化为一个有确定意义的约化字符，叫作两个约 



化字符的乘积.在这个乘法之下，所有的约化字符构成一个群 
(当然有很多烦琐的验 证需要 作）；空字符是单位元素，约化字符 
M 的逆是6 

我们把这个群叫作 X 所生成的自由群， 记作很明显， 
若两个集合具有相同的基数(換句话说，它们之间存在着一一对 
应），则它们所生成的自由群是同构的，只有一个生成元的自由 
群是自由循环群，仅有的非空约化字符是冪夂”. 

经常要说某个群是由一组生成元与一组关系所确定.例如， 
可以说那包含10个元素的二面体群是由两个生成元服从于关 
系，邱=押_1而给出的.这里我们的直观想法 是：群 
的所有的元素都可写成 x 的冪与 y 的冪的乘积，而群的乘法表可 
以完全由所给的那些关系来确定.我们要利用自由群的槪念使这 
个想法变得严格. 

设 G 为一个群， X 是一个子集生成 G . 则有一个自然同态把 
自由群 F ( X ) 映满 G ， 约化字符 X 卩…被送到 G 內相应的群元 
素乘积(这里我们又略去了细节）；由于 X 生成 G ， 所以同态是满 
的.若 N 表示这 个同态 的核，则 F ( X )/； V 同构于 G ; 因此 iV 确定 
G . 设只是 F ( X ) 的那样一组字符，使得 W 是包含 i ? 的最小正规 
子群.这些字符与它们的一切共轭元素共同生成 W ， 它们确定当 
从 F ( X ) 过渡到 G 时，恰好是哪些的元素成为单位元素； 
也就是说， G 內的哪些乘积是 G 的单位元素.在这种情况之下， 
我们说这一对又，只是群 G 的一个表现.若 X 是有限集，元素为 
h ，…， x m ， 幷且 K 为一组有限多个字符 Q ，…， r s ， 则我们说 G 是 
有限表现的，幷且写作 

例子 

1. Z={x\0} f 

2. 2 a ~{x\x n } i 

3. 具有 2 n 个元素的二面体群为 


zn 



D ln = {x,y\x\ij\(xrj)^} t 

4. Z xZ = {x > y\xj/x- l r 1 }. 

最后筒单地提一下自由乘积.若 G 与为群，我们可以作 
“字符” … A ， 其中毎个 心属于 无交幷 GUH . 这样一个字符 
叫作约化的，假如心与 \ + 1 总不在同一个群內，幷且\总不是 G 
或"的单位元素.约化字符按首尾相接而作乘法，必要时将乘得 
的结果约化，幷且将空字符也包括进来，于是得到一个群叫作群 
G 与 H 的自由乘积 G *//. 本书中将只涉及有限表现群的自由乘 
积，可以注意若 

I f i ， …，〜}， 

片={女1，...，犮1 l « i , …， s ,}， 

则 

还注意取无穷循群 Z 的 f ! 个拷贝来作自由乘积 Z * z * Z ， 所得 
的正好是 n 个生成元的自由群. 

关于 自由群与自由乘积的最重要事实是下列的刻划，我们将 
不加证明地给出： 

( a ) 设 X 为群 G 的子集.则 G 同构于自由群 F ( X )， 当而且 
仅当对于任何群尺，以及从 A ： 到尺的映射，存在从 G 到尺唯 一的 
同态，它是已给映射的扩张， 

( b ) 设 P 为一个群同时包含 G 与 H 作为子群.则 P 同构于自 

由乘积 G 当而且仅当对于任何群尺，以及从 G 与 H 到 A ： 的 

各一个同态,存在从 P 到尺唯一的同态，作为已给二同态的 扩张， 
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说明 

[1 ] 是令人赏心悦目的数学书，有一章讲初等拓扑学. Massey [9] 在曲面， vaa 
Kampen 定理，复迭空间等方面有特长> 他的写法与我们的不同，并且所举的应用多 
半旨在证明群论中的结果.在 [8] 中， Gramain 对于曲面分类给出了另一种精辟的处 
理， U ] 与 [13] 所包含的代数拓扑学内容大体上与本书深浅相当，前者在应用与历史 
背景方面特别丰富，后者按奇异同调而给出可资对比的另一种讲法， 

至于较高深一些的内容，点集拓扑方面[10],[16],以及 Kelley 的经典著作 [17] 
都是很好的.代数拓扑方面，同澜正合序列、上同调及对偁性是接下去应当学的东 
西.可参照£14]，[18],[22], Maunder 的书可能是这当中最容易读的.最后，若读者 
想接触拓扑学中几何气息更浓的部分，我们可以推荐 [15],[20] 及 [21], 特别是 [19]. 
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内部 . 32 

曲面的〜 . 136 
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反转序向的同胚 . 242 

分类定理 . 17,20 

曲面的〜 . 173 

分离的子集 . 66 

方体 . 39 

火腿三明治定理 . 238 

双环面 . 25 

介值定理 . 69 
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右平移 . 8o 

平移 . 85,96 

平面的平移 . 96 
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平庸拓扑 . 63 
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平庸纽结 . 246 

〜的纽结群 . 254 

四元数 . 84 

四面体 . 6 

代数基本定理 . 128 

半开区间拓扑 . 56 

半局部单连通 . 269 

半直乘积 . 97 
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边界 . 32,136 

曲面的〜 . 136 

流形的〜 . 223 

边缘 . 202 

定向 4 -单纯形的〜 . 202 

边缘闭链 . 204 


〜的紧致性 … . . . 88 

正则的复迭映射 . 268 

正则复迭空间 . 26S 

可分空间 . 34 

可迁作用 . 91 

可交换图表 . 165,212 

W 定向曲面 . 179 

可定向组合曲面 . 180 

可单纯剖分空间 . 140 

可数基 . 34 

可缩空间 . 126 

左平移 . 85 


g- 维〜群 . 204 

边缘同态 . 202 

发环面 . 228 

发球面 . 228 

〜定理 .. 228 

对角映射 .. 62 

对径 点…。 . . .*. 80 

对径映射 . 92 

〜的映射度数 . 234 

对偁图（形） . i.ISS 
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扩张 

连续映射的〜 . 41 

Tietze 〜定理 .*. .43 

有限表现的群 . 279 

有限单 纯复形 . 140 

有理系数同调 . 231 

軌道 . 91 

轨道空间 . 91 

尖顶 . 77 

曲面 . 173 

〜分类定理 . 173 

〜的亏格 . 195 

〜的同两 . 210 

〜的单纯剖分 . 177 

〜的基本群 . 194 

不可定向〜 . 179 

' 可定向〜 . 179 

闭〜 .. 173 

组合〜 . 179 

Seifert 〜. . 258 

曲面的边界 . 136 

曲面符号 . 191 

不可定向曲面的〜 .*. 194 

可定向曲面的〜 . 193 

可定向紧致曲面的〜 . 196 

同心（纽〉结 . 246 

同伦 . 100 

同伦映射 . 101 

直线〜 . 102 

相对某子集的〜 . 101 

零伦 . 106 

同伦类 . 106 

286 


同伦类的乘积 . 

同伧型 . 121 

同伦等价 . 121 

同伦提升定理 .U5 

同构的复形 . 142 

同构的拓扑群 . 84 

同胚 .. . *. 36 

反转序向的〜 . 242 

合痕于恒等映射的〜 . 248 

周期〜 . 172 

保持序向的〜 . 242 

逐点周期〜 . 172 

同调的闭链 . 201,204 

同调类 . 204 

同调群 . 201 

作为同伦型的不变童 . 218 

闭曲面的〜… . 210 

有理系致〜 . 231 

锥形的〜 . 207 

整系数〜 . 204 

1- 维〜 . 201 

〜与基本群的关系 . 209 

的〜 . 209 

之2系数〜 . .. . . 238 

回转 . 97 

网距 

复形的〜 . 146 

自由交换群的秩 . 204,206 

自由的作用 . 183 

自由乘积 .*.*. 2ao 

自由群 . 278 

向量场 . 227 

向径投影 . 6 

合痕于恒等映射的同胚 . 248 





















































多边形纽结 . 

多面体 . 

交叉榷 . . 

交换化的纽结群… 
充满空间的曲线 
( = Peano 曲线） 

闭包 . 

闭曲面 . 

闭映射 . 

闭星形 . 

闭集 . 

闭链 . 

边缘〜 . 

维〜群 . 

宇符 . . 

〜 乘积 . . 

包〜 . 

约化的〜 . 

收缩 . 

形变〜 . 

约化的宇符 . 
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道路〜 . ^ 

连通和 . 177 

连续的向量场 . 227 

连续映紂 . 34 

开〜 . 39 

对径〜 . . 92 

闭〜 .. : . 39 

保持对径 点的〜 . 234 

复 迭〜” . 118,261 

祜合〜 . 75 

连续映射的扩张 . 41 

连续映射的度数 . 224 

连续映射提升定理 . 265 

作用于空间的群 . 90 

没有不动点的〜 . 183 

自由的〜 . 183 

单纯的〜 . . . 164 

余有限拓扑……: . 31 

含入映射 . 35 

邻近的单纯映射 . 219 

邻域 . 14,28 
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形变收缩 . 123 

投影 . . 

向径〜 . 6 

纽结的〜 . 248 

连通分支 . 68 

道路〜 . 72 

连通性 .*63 

连通空间 . 64 

局部〜 . 69 

周部道路〜 . 72 

完全不〜 . . . 6 S 


集的〜 . 46 

序向 . ISO 

单纯形的〜 . 180 

诱导〜 . 180 

泛宇电视天线 . 170 

泛复迭空间 . 269 

没有不动点的作用的群 . 183 

完全不连通空间 . 68 

初等闭链 . 200 

局部有限复形 . 167 

局部连通空间 . 69 

局部紧致空间 . 56 

局部遒路连通空间 . 72 
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纽结 . 246 

三瓣〜 . 246 

正方〜 . 250 

平庸〜 . 246 

多边形〜 . 248 

同心〜 . 246 

环面. . 256 

粗野〜 . 248 

等价的〜 . 247 

温良〜 . 248 

搬运工人〜 . 246 

傲散〜 . 255 

8宇〜 . 246 

纽结的亏格 . 258 

纽结的加法 . 259 

纽结投影 . 248 

下行的〜. .. ……249 

上行的〜 . 249 

良好的〜 . 248 

纽结投影的交叉 . 248 

纽结群 . 249 

三瓣纽结的〜 . 254 

纽结群（续） . 249 

正方纽结的〜 . 255 

平庸纽结的〜 ...254 

交换化的〜 . 256 

环面纽结的〜 . 256 

懒歉纽结的〜 . 255 

纽结群的表现 . 254 

八 画 

环形域 . 7 

环面 . 10,84 

〜纽结 . 256 


环柄 . 18,173 

环道 . 100 

以某点为基 点的〜 . 100 

棱， . 153 

环道的乘积 . 100 

表现矩阵 . 273 

拓扑 . 14,29 

子空间〜 . 29 

半开 区间〜 . 34,56 

平庸〜 . 63 

余 有限〜 . 31 

诱导〜 . 29 

乘积〜 . 57 

离散〜 . 30 

. 63 

拓扑不变性 

同调群的〜 . 218 

基本 群的〜 .Ill 

维 数的〜 . 245 

Euler 示性 数的〜 . 230 

拓扑不变霣 . 21 

拓扑空间 . 14,29 

拓扑等价（=同胚） . 6,36 

拓扑群 . .. 

可交換的基本群 . 112 

〜的子群 . .. 

~之间的同态 . 84 

顶点 .*. 139 

~格式 . 163 

直径 . 46 

单纯形的〜 . 147 

集的〜 . 46 

极大树形 . 155 

极限点 （= 聚点） . 30 
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欧氏空间 . 15，&4 

图 . 3 

对俩〜 .*. 4 

图表 

可交换的〜 . 165,212 

周期同胚 . 1打 

单纯形 . 139 

〜的内部 . 143 

〜的顶点 . 139 

〜的顶点的次序 .. 202 

〜的面 . 140 

定向〜 . 202 

维〜 . 139 

单纯的复形 . 140 

重心重分 . 144 

〜上的锥形 . 141 

〜的顶点格式 . 163 

〜的维数 . 146 

〜的辐式重分 . 214 

子〜 . 142 


无穷〜 . 

同构的〜 .. 

烏部有限的〜 ■ 

单绳剖分 . 

軌 道空间 的〜* 

曲面的〜 . 

单 纯逼近 . 

〜定理 . 

单 纯映射 . 

单纯的群作用…* 
单连通 空间… 

单位圓盘 . 

单位球 . 

定肉多 边形曲 线* 


167 

142 

167 

140 

163 
177 
148 
150 
148 

164 
113 

30*32 
".39 
• 199 


定向纽结的和 . 259 

定向单纯形 . 202 

空宇符 . 278 

空间 

轨道〜 . 91 

欧氏〜 . 15,84 

拓扑〜 . 14,29 

度量〜 . 42 

复迭〜 . 261 

射影〜 . 80 

Hausdorff . . 43 

实现定理 . 163 

实轴 . 64,84 

孤 . 132 

承载形 . 149 

点的〜 . 149 

单纯形的〜 . 222 

组合曲面 *. 179 


九 画 


指数映射 . 99,113 

挠元素 . 204 

标准单纯映射 . 217 

树形 . 3,155 

拽大〜 .*. 155 

哑铃式面 < =双环面） . . . 25 

星形 

开〜 . 150 

闭〜 . 182 

贴附映射 . S 0 

重心 . 145 

~坐标 . 145 

〜重分 . 144 

重分链映射 *. 216,217 
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复形（见单纯的复形） . 1抑 

复形的网距 . 146 

复形的棱道群 . 154 

复迭空间 . 118,261 

〜的存在定理 . …_ 269 

〜的等价 . 267 

正则〜 . 268 

泛〜 . 269 

卜重（层）的〜 . 264 

复迭变换 . 267 

复迭映射 . 118,261 

复盖 

开〜 . 47 

~的神经 .••••243 

保持序向的闻胚 . 242 

度 1(= 距离函数） . 42 

度量空间 . 42 

度数 . 224 

对径映射的映射〜 . 226 

连续映射的映射〜 

< = Brouwer 〜）… . 224 

迹数 . 239 

Hopf 〜定理 .. 239 

恒等映射 . 35 

〜的 Lefschetz 数 . 鼇42 

穿孔双环面 . 10 

穿孔的环面 . 25 

神经 . 243 

诱#同态 

同调群上的〜 . 218 

基本群上的〜 .1 X 1 

诱导序向 . 180 

诱导拓扑 . 29 


+ 画 


夏威夷耳环 . 82 

逐点周期同胚 . 172 

紧致子集 . 48 

内的〜 . 48,61 

紧致空间 . 48 

空间的一点紧致化 . 57 

局部紧致空间 . 56 

圆周 . 15,113 

长了一个 角的〜 . 27 

Seifert . . 257 

圆柱面 . 57,137 

0 盘 . 37 

特殊正交群 . 84 

〜的连通性 . 94 

~的紧致性 . 88 

乘积空间 . 57 

连通的〜 . 67 

紧致的〜 . 59 

Hausdorff . . 59 

乘积拓扑 . 58 

透镜空间 . 94 

射彩平面 . 19 

射影空间 . 80 

离散子群 . 89 

实轴的〜 . 89 

欧氏群的〜 . 97 

圆周的〜 . 89 

0(2) 的〜 . 89 

流形 . 195 

〜的内郎•■… *. 223 

~的边界 . 223 

〜 的维数 .- 245 
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流线- . 96 

剜补运算 . 187 

+ —画 

球体 . 42 

«-维的单位〜 . 39 

度量空间里的 s . . 42 

球极乎面射影 . 37 

球面 

»-维〜 ..S6 

基 

可数的拓扑〜 . 34 

拓扑〜 . 32 

拓扑〜的成员〜 . 32 
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作为同伦型的不变蜃 . 125 

变更基点的〜 . 109 

van Kampen 定理 . 160 
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多面 体的〜 . 154 
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常值映射 . 225 
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两集间的〜 . 46 

距离函数（=度迓） . 42 

第二可数空间 . 34 

粘合拓扑… .. 75 

粘合空间 . 75 

粘合映射 . 75 

粗野纽结 . 248 

焊接引理 . 78 

维数 

多面体的〜…. . 146 

单纯形的〜 . 139 

单纯复形的〜 . “6 

流形的〜 . 245 

紧致 Hausdorff 空间的〜 . 244 


提升 . 

同伦的〜 . 

连续映射的〜…… 

道路的〜 . 
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联合映射 . 

棱环道 . 

〜的等价 . 
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嵌入 . 

^ . 

有理系数的. . 

整系数的〜 . 

4-维〜 . 
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链同伦 . 

链复形 . 
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由単纯映射诱导的〜 . 213 

重分〜 . 216,217 

链群 . 202 

等价的纽结 . 247 

等价的复迭空间 . 267 

道路 . 69 

环道 . 100 

梭〜 . 153 

〜的乘积 . 100 

道铕连通空间 . 69 

厨部〜 . 72 

道路提升引理 . 114 

溫良纽结 . 248 

温良 Seifert 曲面 . 258 

滑动反射 . 96 

+三画 

檐运工人纽结 . 246 

窣疮连续块射 . 106 

零维同谰群. . . 206 

辐式重分 . 2 U 

锥形 . 77 

几何〜 . 77 

空间上的〜 . 76 

ft 形上的〜 . ： U 1 

葡瘢的子集 . 32 

简单闭曲线 

(=Jordan 曲线） . 132 
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Betti ~ . 204 
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用映射度斂来表示〜 ■ 
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定理 . 

Liodel6f 定理 . 

Mbbius 带 ... 

Nielsen-ScJbreier 定理 

Poincare 猜想 . 

SchdnHies 定理 . 

Seifert 曲面 . 

Seifert 腼周 . 

Tietze 扩张定理 . 

Tydumoff 乘积定理… 
van Kampen 定理 . 



















